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2. O conjuncto das regras e dos termos convencionaes» adoptados pari 
exprimir no discurso e representar pela escripta todas as quantidades coih 
stitue syitema de numeração; que, respectivamente, se divide em doas 
partes: syslema da numeração foliada e eystema da numeração eeeri^ 
pia. ^ 

Numeração fallada. Devendo a sciencia que tracta dos números occu- 
par-se d'elles em abstracto, isto é» sem attender ás qualidades dos respe- 
ctivos objectos, mas com rtfeceueia «ómenfe A quantidade d estes, era natural 
crear uma denominação geral, com que se podesse representar qualquer 
objecto, independentemente da sua natureza ; para isso adoptou-se o termo 
unidade, o qual deriva d^eutro,» dt que vames ftHar em seguida (*). 

Quando se considera qualquer objecto ou unidade em separado, ezprí- 
me-se a quantidade correspondente pela palavra um ou uma: assim dite- 
mos um homem, uma arvore, etc. 

A quantidade correspondente ao conjuncto de uma unidade com outra» 
da mesma natureza, indica-se peia pabvra dota ou duae: dizemos» por 
exemplo, dotis homens, duas casas, etc. 

Quando num grupo entram duas unidades e mais uma, designa-8e~ a 
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croit avoir une idée nette, et qu*íl est pourta^il assez dífficile de bien definir* Ne 
scroit ce pas parce, que Tidée que ce mot renferme est plus simple que les idées 
par lesquellcs on peut entreprendre de Texpliquer?» 

Nô seu livro — De Torigíne et des limites de la correspòndance entre f^lgSbre 
et ta géomélrie — dii M. Cournol: «Nous acquérons Tídée de fiom^r dès qua Dovt 
commençons k nous rendre compu de nos perceplioM, à démèlerdes objets ém^ 
tincts et semblables, à observer le relour des 9)êaies phénomènes ou des pbéai»- 
mènes analogues. 

Quand même Thomme, prive de ses sens ou de certaíns sens, D'auraít pu Ia 
connaissance des objels extéríeurs, si. d'&ílleurs, ses facultes iateHettuelles n^étaient 
pas coudamnées à Tinaction, on conçoit que Tidéede nombre pourrait lul étfe smg» 
gérée par la conscience de ce qui se passe en lui, par rattention domiéc à It repro» 
duclion des mêmes affections et des mèmes actes.» 

Nesta passagem o termo numero emprega-se como synonimo do qoe temos cha- 
mado quantidade. — Nós também havemos de empregal-o frequentes vezes naquelU 

sentido, o que facilmente se conhecerá em cada hypolhese. 

# 

(*) E também, por este motivo, tanto a unidade eomo os grupos formados de 
unidades dà mesma natureza se comprehendem, algumas vezes, sob a denominação 
de quantidade. 

Depois do que fica dicto, com referencia aos differentes sentidos em que pode ser 
tomada a-palav-ra qumntidade, nio será difficil, quando d*aq.ui por diante.a virmos 
empregada, distinguir o sentido que se lhe deva dar. 
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ipnulUbde pèk palavra Mã) e aMím por diante» de modo que 09 numerou 
que exprimem as differentes primeiras quantidades sio os seguintes : 

um ou uma, doui ou duas, írnt qu^to^ emeo, aU, $$íê, oito e noMu 

Sabendo muar até note» e conhecendo alguAas novas denominações, 
estamos habilitados para exprimir quaesquer quantidades, por maiores que 

Eit aqui o modo de proceder* 

Um grupo de nove e mais uma unidades constituo uma nova unidade 
a que se chama dezena de unidades ou simplesmente dezena: assim díie- 
BMM uma dezena d'artores, de indivíduos, eCc. 

A reunido de dez dezenas forma uma centena ou um cento de unidadeSf 
oi simplesmente umu centena ou um cento. 

A reunião de dez centenas constituo ura milhar; e assim por diante, de 
modo que as drfiarentes unidades consecutivas, cada uma das quaes equi- 
vale a um grupo de des unidades immediatamente inferiores, sio os se- 
gwiites : 



unidads 


dezena âe unidadeà 


centena de unidades 


milhar 


» » tnilhár 


» D milhar 


milhão 


» » milhão 


» milhão 


miào 


n » 6t7/fão 


» » billião 



Posto isto, qilereiído nós exprimir qualquer qtAanCidade, procederemos 
pela forma seguinte : — Reunam-se as unidades em grupos de dez^ e doeste 
m#A» iúda u quantidade ficará decomposta em duas partes^ uma das quaes 
eenleri sómenie unidades, e a outra somente deiaenas. Se as dezenas fo^ 
rem menos de dez, exprimiremos a quantidade, indicando ó numero da§ 
deMenoê e em eeguida o das unidades. Mas, se as dezenas forem m^is de 
nove, procederemos com ellas, como ha pouco o fizemos a respeito das uni'- 
dades, reunindo-as em grupos de dez, de modo que a quantidade ficará 
decomposta em unidades, dezenas e centenas. È continuando com este 
processo em quanto o numero das unidades d'ordem superior for maior 
de que nwe, tqda a quantidade ficará decomposta em unidades, dezenai, 
i^nienas, . . • • sendo o numero de cada uma d'estas differentes unidades 
sempre menor do que dez: e o numero* correspondente formar -se^ía inài'* 
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eando êueeisêitamentê o numero d'aquellai differeníêi unidadei ie$dê ^a 
mais elwada até á inferior. 

Suppondo, por exemplo, que eram sete os milhares, seis as centenaiv 
quatro as dezenas e três as unidades, diríamos : 

^f^milbaree |^í|Ceotena8 quatro^^^^'^* e trêi^^^^^^^l 

e, quando a unidade for conhecida, substituiremos o nome d'esta á deno** 
minaçlio unidades^ conservando invariáveis as denominações de -— dêxênoê, 
eentenaSf etc. 

Tal é em rigor o syttema da numeraçSo fallada. 

Trqctaremfos agora de algumas modificações que a practica tem tano- 
cionado. 

Em logar de dizer uma dezena, tem-se adjectivado toda esta expressio 
e diz-se — dez : em vez de dez e um, dez e doue, dez e três, dez equairo, 
dez e cinco • : • . empregam-se as expressões -<— on;se, doze, treze^ qua^ 
torze, quinze, dezeeeis, dezeeeie, dezoito, dezenove. 

Da mesma sorte, em logar 'de duas dezenas, três dezenas,. • • • dii-se 
— vinte, trinta, quarenta, cincoenta, sessenta, setenta, oitenta e noventa. 

Em vez de uma centena ou um cento diz-se simplesmente — cento ou 
cem; e as expressões dous centos, três centos e cinco centos silo substituídas 
respectivamente por duzentos, trezentos e quinhentos. 

Finalmente, em logar de um milhar, dous milhares. • • . diz-se mil, dous 
mil, três mil. * . . 

Exprimindo d'este modo a quantidade precedentemente considerada di- 
remos 

sete mil seiscentos e quarenta e três unidades. 

Numeração escripta. O systema da numeração escripta tem por obje^ 
eto representar as quantidades por signaes particulares, que se chamam 
algarismos ou caracteres da numeração. 

As primeiras nove quantidades sdo representadas respectivamente pelos 
caracteres seguintes (♦) 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9. 



(*) Os números que se representam por um só algarismo chamam-so dígitos ou 
timples, e os outros todos diiem-se compostos. 



Para designar as quantidades maiores, usaremos de um artiBcio análogo 
ao que já empregámos no systema da numeraçlo fallada, isto é : empre^ 
garemoê aquêlles me$mo$ caracteres para repreuhtar. as unidades das dif- 
ferertles ordens, em que se decompõe a quantidade ; e escreveremos estes 
algarismos seguidamente uns adiante dos outros, ficando no primeiro logar 
á direita o algarismo que representa as unidades, no segundo logar o aU 
garismo que representa as dezenas, e assim por diante. B', como pode acon^ 
tecer que faltem algumas doestas di ff crentes unidades, neste caso escreve» 
mos o symbolo O (que se 14 zero, cifra ou nada) no logar correspondente 
a coda uma das unidades que faltarem, a fim de dar aos algarismos qm 
M seguirem á esquerda o logar que lhes compete, pela natureza das uni^' 
dades que representam. ' 

Finalmente^ do que fica dicto sobre o systema da numeração falloda c 
escripta resulta, para lér um numero escripto, composto de mais de trcs 
algarismos, a regra seguinte: Divida-^se o numero proposto em classes de 
ires algarismos, começando da direita para a esquerda, podendo a ultima 
classe á esquerda ser composta de um, dous ou três algarismos; dé-se dl.* 
classe a denominação de unidades, á 2.* a de milhares, á 3/ a de mt- 
Ihões, á 4.* a de billiões. • . •; e depois, começando da esquerda para a 
direita, lêa-se separadamente cada classe como se representasse meras uni^ . 
dades, substituindo a denominação doestas pela correspondente á classe de 
que se tracta. 

Procedendo doeste mçdo com o numero 

• ■ ■ ■ ' • 

2.768.643.982, 
acharemos qqe este numero se exprime da maneira seguinte: 

t 

àous billiões setecentos e ussenta e oito milhões quinhentos e quarenta 
e três mil novecentos e oitenta e duas unidades («). 

3. Determinar o numero que representa qualquer quantidade, quando 
a oeterminaçdo se faz immediata e directamente, constitue o que sè chama 
contar ; assim dizemos, contar as horas, contar as pulsações, etc. 



(*) Alguns auctores applicam ás dífferenles classes de três letras, em que siip- 
pomos dividido o numero que se pretende lér, as denominações successiTas unida- 
des, milhares, milhões, milhares de milhões, kitliões, milhares de hiUiõss.., 



Para este fim basta conhecar o ty^tema da nuawraclo. 

Porém, num grande numero de casos, aquella determinaçlo só pode ob» 
ter*se indirectamente por meio de relações, que ligam a quantidade ctiji 
expressão se procura (incógnita) com outras quantidades já expressas ntn 
mericamçnle (dadoi do problema) : o processo empregado para isso dia** 
ma-se operação ou calculo. 

Tem<-se reconhecido que, por mais complexas que sejam as reiaçSes da 
ioeognita com os dados do problema, a determinaçlío numérica d'aquella 
quantidade obtem-se sempre pela practica repetida de um pequeno inh 
mero de operações; ãs quaes, por esta razão, se deu o nome de íbnda«« 
mentaes. 

D'estas vamos tractar nos capítulos subsequentes. 



CAPITULO II 
Addiçfto 

» /■ 

/ 

/ 

I. Addição ou iomma i a operação pela qual^ ,§endé dacba a$ numoros 
que exprimem as partee de um todo, $e determina o numero que ha de 
exprimir este todo. 

II. Os números dados chamam-se addições ou parcellas; e o numero 
procurado denominasse somma ou total. 

III. O signal 4- significa mais^ e é indicativo da somma. Assim 24 3+4 
exprime 2 mais 3 mais 4, e indica o numero que provém de addicíonar 
a 2 o numero 3 e ao resultado o numero 4, ou» o qtle vale o mesmo, in- 
dica a somma dos números 2, 3 e 4. 

Os signaes =>, > e <, postos entre dous números, significam respecti- 
vamente, f igual a ou simplesmente igual a, maior qu€^ menor que. Assim 
8 > 5 lé-se : 8 wator que S» ou 8 tf maior quã 5. 



4, Problisha. Determinar a somma de quaesquer números Íado$^ 
Na resolução d este problema distinguiremos diversos casos. 



1.* 8ii|lpenhamoè« em primeiro loger, que ha^a ló duas parcellasi e 
que o» numero» ^ue as representavam eram digítOB. Neste caso obiem^ae 
a. somma, addicionando suceeahammiê á primeira fmreHa cada uma dM 
midâda da oinr a» 

C(MÉ ilgum exaneh»9 facilmente n retém de memoria as so^iimas tb 
dous numeres digites quaesquer; mai% em ^uartto iato ndo se consegue» 
pode fhcilítar^se a indagac&o da soroma, formando uma tabeliã, onde se 
encontram aa somma^ dos' números digitoai obtidas pelo processo que dei-^ 
ximos índFíado» Entre as diversas díspoaigdas qtle podeni dar-^se áquella 
táboa, é notável por sua simplicidade a seguinte : . 



3^ 



zr::aa^ 



1 1 . 1 i 



I r !j f . I ■ 



; ■ . n II ae ; 



xzc 



o 



iMMAMÍb 



1 



2 



^^•.^^ 



i^MhA« 



t» ■> § < 



1 



2 
3 



M^^^ 



i II I 



6 



iiáij 



■ « ■ JM I I 4 



«^^HW^ 



5 
6 



■«*^M^ 



ti* „tú má 



8 



8 



b 



9 



10 



8 



to 



5 

e 



7 
8 



1 11 1 1 ú 



aiini • iiu«á 



10 



11 



II 



* * 1 1> 



6 



»Ê^ 



émJLà 



8 



>éié4 



O 



10 



11 



12 



12 



Éii Ih 



6 



8 



u ■ ■■ii 



fO 

illlil 

11 

12 



13 



i3 14 



8 



■Atl 



7 t 8 



8 



t tu é 



^A II 



10 



10 



11 



12 



13 



14 



15 



«p—x. 



11 



ii> I* 



lÈ 



■A*' 



13 



14 



15 



16 



10 



II 



12 



18 

b. à m i 



14 



15 



16 



17 



10 



II 



12 



13 



1 1 i<i 



14 



i . «tf 



rs 



16 



17 



18 



Na primeira linha borisoutal inscreveram-se seguidamente todos os 
números desde zero áté nove ; e os números que se encontram em qual- 
quer das linhas seguintes, provém da addição de uma unidade aos números 
correspondentes da linha antecedente á que se considera. 

D'esta disposição resulta que, para determinar por meio d esta táboa 
a somma de dous números digitos, devemos fixar a columna vertical que 
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principia pelo numero que representa uma da$ parceUoip ^e a horizontal 
que começa pelo miiro numero ; f , no logar em que ae duae eolumnai $$ 
encontrarem^ aeharemoê a eomma procurada. 

%^ Se as parcellas, que continuaremos a suppor números dígitos, fofem 
mais de duas, sommaremos a primeira com a êegunda, o resultado com 
a terceira, e auim por diante até á ultima. 

Este. [Irocesso exige apenas que sc^ saiba determinar a somma de doas 
números digites; por quanto, suppondp, por exemplo, que a soinroa das 
primeiras parceilas era 49 e que a parcella seguinte era 7, comove 9+7= 16f 
será 49h-7«=5 56- 

3.^ Supponhamos agora que as parceilas eram quaesquer números com-, 
postos. É evidente que a somma deve conter todas as unidades, todas as 
dezenas, etc, de todas as parceilas; e por tanto poderemos estabelecer 
a seguinte regra: Sommem-te o$ algarismoi das unidades de todas, as 
parceilas, e, se o numero resultante não exceder a 9* será esse o que re- 
presenta as unidades da somma; mas, se aqueUa somma for superior a 9» 
como então contém unidades (que poderão ser zero) e dezenas, as iint- 
dades d'aquella.somma serão também as da somma totcd, o as dezenas 
junctar-se-hão á somma dos algarismos das dezenas de todas as parceilas; 
d' onde resultará, pelo mesmo processo, o algarismo das dezenas da somma 
procurada, e assim por diante. 

Para facilidade, convém escrever as parceilas, umas debaixo das outras, 
de modo, que as unidades da mesma espécie 6quem em columna vertical; 
e a somma escrever-se-ba do mesmo modo debaixo de todas ;as parcellaSt 
ficando separada d'estas por um traço borixontal. 
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CAPITULO Ifl 



SuMmeçft^ 



L Diminuição oti $ubírã€çào é a operação pela qualp sendo dadas a 
somma de duas parcellas é uma â^eeías, se determina a outra. 

II. A somma dada cbama-4e diminuendo; a parcella dada é 9 dimt- 
nuidor; e a procurada dniroa-M resto^ esBeessê^tm diferença. 

III. O signal — significa menos^ a é indicativo «da subtracção. Assim 
8— 69 ou 8 menos 5, indica a dífhrenca entre 8 -a 6. Da mesma sorte 
8 — * 3 -f: 7, ou 8 menos 3 mais 7, representa o minero que provém de 
aubtrahir de 8 o numero 3 e de jmctar 7 ao resultado. 

Finalmente 9* — (7 + B) 4 (8 — 6 + 2) e ootras expressSes ^imilhan- 
tes entender-se»L2o como acabamos de explicar* considerando (7 + S) e 
(8 — 6 4-2) como representando ot nuneros què se obtém pela practica 
das operaçOes indicadas dentro de cada parenthesb («)• 



6. Problema. Achar a differmça entre dous números. 

Na resolução d'este problema convém distinguir dous casos. 

I.* Supponhamos que o diminuidor e-o resto sSo números dígitos. 

O resto será um numero simples, quando, escrevendo o algarismo 1 á 
esquerda do diminuidor, o numero composto resultante for maior que o 
diminuendo, o que, entre outros casos, terá togar quando este numero for 
digito. 

Neste caso determina-se o resto, suhirahindo suecessivamente do dtmi- 
nuendo tada uma das unidades do diminuidor; ou também procurando 
entre todos os números digitos um que, sommado com o diminuidor, pro^ 
duza o diminuendo. 



{*) igual interpretação daremos d*aqai em diante ás expressões numéricas fe- 
chadas em parenthesis. 



A taboada da pag. 7 pode tambMi aerviç. |>arB facilitar eata operaçio. 

2.*^ O diminuidor e o resto alo numeroà^mpostos. 

Do processo da somma (4, 3.*J4}i||Up|j^OM caso de serem só duas as par- 
cellfls, resulta que, se a somma das umJadetf da mesma ordem nas duas parcet- 
Ias for representada por um numero digito» e^ será evidentemente maior 
do que o correspondente d^jyialq|Kr ^isjlpiMellas; porém, se naquella 
somma entrar alguma unidade de ordem immediatamente superior (e õ&o 
poderá entrar mais de uma) o algarismo correspondente da somma será 
menor que o de qualquer díaa parcellas. . o 

D'on'de resulta que, pof^^f ^^ numênwilrilkirfnoê otUro numêtOp de-- 
vemos diminuir, do Q^minft0 que r^^ãeniaMynidadêi do diminuendo, 
o algarismo correspondente 4o diminuidor: o que dará o algariáno dag 
unidades do resto : e do meãmo modo procelieremoe com os algarismoM doa 
dezenas, centenas,.. «• dtas números dados, para determinar as dezênae, 
centenas,. . . .do r^a4 ,a4pertindo one, se -o algarismo do diminuendo 
for menor que o cêrrêtpêniènte do aiminuidor, na subtracção respectiva 
deterá suppor-se aquelle algariemo awgmentado com uma unidade de or^ 
dem immediaíamente superior, e considerar-^e ê algarismo seguinte do dt- 
minuendo como dimfnuido d'aquella meema unidade (•)« . 

Na practíca contém etqrever o dioninuendo» o diminuidor e o reato por 
esta ordem, e de modo» quQ ar unidades da meama espécie fiquem em co- 
lumna vertical. Usa^^e também traçar uma linha entre o diminuidor e o 
resto. 



6. Advertência. Relatímmente é somma e á aubtracçlo d&^e um grande 
numero de proposições importantes, que tio claramente resultam das no- 
ções que dêmos d'aquelja8 duas operações» que basta enuocial-as para se 
conhecer a sua verdade. 

Entre estas proposiçOea convém todavia notar as seguintes: 
i.^ A somma não depende da ordem em que se escrevem as paroelletss 
assim é a4-6a«6-|*flf o4-6-l-o«=»ií + a-Hfr, etc. {**). 



(*) O mesmo se poderia dedasir, attendendo a que, para diminuir de am numero 
outro numero, basta subtrahir soccessivamente do primeiro numero as unidades^ 
desenas, centenas... do segundo. 

(**) Tanto pnra ennnciar as proposições, como também psra as demonstrar, con- 
vém, algumas vezes, substituir os números por letras. 
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2.^ Numa $omma indicada podemot encerrar em parentheiiê qualquer 
numero de parcellas consecutivas, e reciprocamente supprimir os paren- 
thesis que encerrem quaesquer parcellas ; assim é a + b+c+ d + e 
= fl + (ft + c -h d) + e. 

3.® Se a uma das parcellas addicionarmos ou tirarmx>s qtuilquer quan^ 
tidade, a somma correspondente virá também augmentada ou diminuida 
d'aquella quantidade [*). 

4.^ O resto não se altera, quando ao diminuendo e ao diminuidor se 
ajunte ou tire a mesma quantidade. 

5.* Seao diminuendo addicionarmos ou tirarmos qtudquer quetniidadé, 
o resto sahirá respectivamente augmentado ou diminuida d*essa meima 
quantidade. 



{*) A diflerença de dons números também se pode obter por meio dos eample^ 
mentos, como vamos iodicar, 

Chama-»se eomplemento de um numero outro numero que, sommado com o 
primeiro» dá uma unidade de ordem immedialamente superior á mais elevada das. 
que entram no numero proposto. Assim o complemento de 4 é 6, o de 24 é 76, 
o de 236 é 764,... e-em geral o complemento de um numero ohiêfh-^se, iubtrahinão 
dè iO o ultimo algoritmo, á direita do numero dado, ê tiranão de wome euda um 
éee algariimoe seguinteê. 

Posto isto, vejamos a maneira comq o complemento se emprega na subtracção, 
Supponhamos que pretendíamos determinar a differença 874328 — 3276. 

Temos- qoe é 

874328 — 3276 — 874328 + 10000 — 3276 ^ 10000 « 
f=7 874328 + eompl. 3276 *-. 10000 ^ 874328 + 6724 ^ 10000 ; 



o que mostra que a differença procurada se obtém, Junciando ao diminuendo o 
eomplemento do dindnuidor, e suhtrahindo do resultado uma unidade d'ordem tm- 
mediatamente superior á mais* elevada dae que entram no diminuidor, 

O emprego doeste melhodo funda-se na extrema facilidade de obter o comple- 
mento d« qualquer numero dado. 

Nâo terminaremos sem notar que em alguns livros se emprega a denominarão 
complementaria, para signiflcar o que chamámos complemento; e se dá esta ottitna 
denominação á unidade d'ordem superior que representa a somma do domero dado 
e do complemeoUrio.^ 






seros; o numero resultante nOo será maior que o multipHeador, e» eòmo 
o prodúcto do multiplicando por aqoelle numero consta de (n-h<^''-^l) 
algarismos, segue-se que o producto prímitivanlente considerado nlo con* 
terá menos de (m- n' — 1 ). . 

Substituamos agora o primeiro alfi:arí8mo do multiplicador por 10« e os 
algarismos seguintes por zeros ; o numero resultante é maior que o muilti- 
plicador considerado : e, como o producto do multiplicando por aqoelle ro« 
mero consta de (n + n') algarismos, segue-se que o producto proposto nlo 
contém mais de (n + n'). 

A demonstrando anterior deixa ver que o producto nSo pode conter 
mais de (n + n') algarismos, nem menos de (n + n' — 1); e a experiência 
mostra que eífectivamente nuns casos o producto apparece com (n + n!) 
algarismos, e noutros com [n-i^n! — i). 

ScHOLio. Se os factores forem ires, t se designarmos respectivamente por 
n, n', n" o seu numero de algarismos, o producto conterá (lí + n' + n"), 
(n -+- n' + n" — 1), ou (n -H n'4- n"— 2) algarismos. 

E analogamente para maior numero de factores. 

9. Theorbua. o producto de uma samma por qualquer numero i 
igual á somma dós productos parciaes gtia resuliam de mulUjdiear eeida 
uma das parceUas por esse numero. ^* 

Assim (64-6 + 7)3==6x3-+-6x3h-7x3. 

Com effeito temos 



(6 + 6 + 7) 3= (5 -+-6 +7) + (5 + 6 + 7) + (5 4-6 + 7) = 
»5+6h7+6+6+7+6+6+7=*8+6+6+6+6+6+7+7+7 = 



(6 +5 + 5) + (6 + 6 + 6) + (7 + 7+7) = 5 X 3+6 x 3+7x 3. 



10. Theorema. o producto de um numero por uma somma i igual 
á somma dos productos parciaes que provém da fhultiplicação d'aqueUe 
numero por cada uma das parceUas. 

Denote M o multiplicando, e seja (2 + 3 + 4) o multiplicador ; será 
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Este theorema resulta immediatameDte da definiçSo de multiplicaçSo e 
da doutrina do n.® 6, 2.® 

Sgholio. Se M representar uma soroma, poderemos empregar o theo- 
rema do numero anterior, para determinar, no exemplo precedente, os pro- 
duetos Mx2, Alx3eMx4. 

11. Lemma. Na multiplicação indicada de muitos factores podemos 
trocar os logores dos dous últimos, sem por isso mudar o producto. 

Denote p o producto de todos os factores que antecedem os dous últi- 
mos, e sejam estes 3 e 7 ; pretende-se provar que será 

|)x3x7:=px7x 3. 
E com effeito é 

px 3x7 = (|)4-p+p)7==;)x7-h|)x7H-px 7=|)x7x 3. 

CoROLLARio. 1 .^ Se fosse p = 1 , ficaria 3x7 = 7x3; o que prova 
que a doutrina do lemma antecedente é verdadeira, ainda quando os factores 
sejam só dous, 

CoROLLARio. 2.^ Na multiplicação indicada de muitos números pode'' 
mos trocar os lagares de dous factores quaesquer consecutivos. 

Assim é 2x3x4><6x6=2x3x6x4x6. 

E na verdade, sendo 2x3x4x5 = 2x3x5x4, é evidente que 
também será 2x3x4x5x6 = 2x3x6x4x6. 

CoROLLÂRio. 3.° Do corollario precedente resulta que podemos ainda 
trocar os logares de dous factores, embora não consecutivos. 

12. Theorbma. a ordem dos factores é arbitraria. 

Haja uma multiplicação indicada de qualquer numero de factores, e in- 
dique-se novamente a multiplicação, escrevendo os factores por outra or- 
dem; o resultado da multiplicação será o mesmo em ambos os casos. 

Supponhamos que os dous productos só começavam a differír no ter- 
ceiro factor. No segundo producto permutemos, um por o outro, o seu 
terceiro factor, e o numero que se encontrará depois d'elle, e que é idên- 
tico ao terceiro factor do primeiro producto; por esta forma o segundo 
producto, sem mudar de valor, fica transformado noutro, que só pode co- 

B 
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meçar a differir do primeiro producto no quarto factor. E« contiDuando com 
o mesmo processo até ao ultimo factor, conseguiremos, sem mudar o valor 
do segundo producto, traosformal-o noutro, em que a coilocacSo dos fa- 
ctores é precisamente á que se observa no primeiro producto dado. 

D onde se conclue que é verdadeira a proposição enunciada. 

CoROLLARio 1 .® Na multiplicação indicada de tnuilot números pode^ 
mos encerrar em parenthesis qualquer numero de factores comecutitos. 

Se os factores considerados occupam o primeiro logar, a proposiçSo é 
evidente ; aliás poderemos leval-os âqueila posição, encerral-os em paren- 
thesis, e eni seguida restituil-os ao seu logar primitivo. 

CoROLLARio 2.^ Do corollario antecente resulta que multiplicar um 
numero por um factor, o resultado por outro, etc. , equivale a multiplicar 
o primeiro numero peto producto de todos estes factores. 



Assim 



2x3x4x5 = 2(3x4x6). 



Corou ARio 3.^ Deduz-se também, do mesmo corollario, que muUipli^ 
ear um dos factores d'%tm producto por um numero equivale a nkuUipliear 
por este numero aquelle producto. 

Se multiplicarmos por 2 o factor 7 do producto Ç x 7 x 8, ficará este 
producto multiplicado também por 2, isto é, 6(7x 2) 8 = 6x7x8x2. 

E com effeito é 



6(7x2)8 = 6x7x2x8 = 6x7x8x2. 
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CAPITULO V 
DlwlsAo 

L DpdUoo 4 a operação pela qual^ sendo àadot dom números^ divi- 
dendo ê dirnsoTt $e determina o quocienUt isto i, o numero que indica 
quantas vezes épossivel sublrahir successivamenie do dividendo o divisor («)• 

O resto que fica, depois de feitas aqaellas subtracções, chama-se, por isso 
mesmo, nsto da divisão. 

O processo pelo qual se determina o quociente condux também á deter* 
minaçio do resto, como adiante veremos. 

IL Diz-se que um numero é divisível por outro, quando a dirisSo do 
primeiro pelo^eguodo se faz sem resto ; e, neste caso, diz-se também que 
o segundo numero é divisor ou submultiplo do primeiro. Assim 8 é divisível 
por 2, e 2 é divisor ou submultiplo de 8. 

Das deãniçdes anteriores resultam as seguintes consequências: 

CoBOLLARio 1 / Quando o dividendo é menor que o divisor, o quo-» 
ciente é zero, e o resto é igual ao dividendo. 

CoROLLARio 2.® O dividendo é igual ao producto do divisor pelo quo- 
eienêe, nuus o resto; oa, por outras palarras, qualquer numero é egual 
a um múltiplo d'outro, mais o resto que provém da divisão do primeiro 
pelo segundo. 

CéOwsxULàMio 3/ & /br n=3ab + c, e e < a, dividindo n por a, cdko- 
remas o quoeientk h e o resto c ; e por tanto, se for c = O ou n =abt 
será n divisivel por a. 

G>EOLLABio 4.® Se ao dividendo addicionarmos ou subtrakirmos o pro^ 
dudo do divisor por qualquer numero, o resto não se altera; mas o qmo^ 
oientê virá respectivamente augmentado ou diminuido de tantas wUdades, 
quantas forem as d^aqueUe numero. 

8 
HL Qualquer das expreasdes — ou 8:2 significa 8 dtridido por 2, • 

z 

deDOta o quociente da dhríslo de 8 por 2. Nesta iec^io empregaremos 



(*) A definido nieríor eqnÍTale a dizer : qoe a dÍTÍsio é o processo qoe se eai- 
prega pan deteraúnar o ouior nomero» cojo prodocto pelo dimor se pode sab* 
trahir do dividendo. 



• • 
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pressões análogas, para denotar o quociente da divisão de um nymero por ou- 
tro, quando a divisão se fizer sem resto, como acontecia no exemplo anterior. 

IV. Algumas vezes também se chama quociente ao numero immediata- 
mente superior ao que até aqui temos designado com aquejia denominação. 
E neste caso, para se distinguir um do outro, diz-se que o primeiro (o menor) 
é o quocienie por defeito, e o segundo o quociente por excesso, 
, O producto do divisor por este ultimo quociente é maior que o dividendo, 
e o excesso é precisamente o complemento, para o divisor, do resto cor- 
respondente ao quociente por defeito. 

A este excesso também daremos algumas vezes o nome de resio; e em- 
pregaremos, para distinguir os restos, as mesmas designações já indicadas 
para os quocientes (*)• 

Conhecidos os números que representam o quociente e o resto por 
excesso, é fácil conhecer o quociente e o resto por defeito; e vicê versa. 
Assim por exemplo, sabendo que, na divisão de 34 por 7, o quociepte é 
4 e o resto é 6 ; augmentando uma unidade áquelle quociente, teremos S 
para representar o quociente por excesso, e o resto será o complemento, 
para 7, do resto 6, e, por tanto, 1 : e, em consequência, será 

34 = 7x6 — 1. 

CoROLLARio. Se for n s=3 ab — c, e c < a, o quociei/íte, por excesso, da 
divisão de n por a será b, e o resto será c. 

13. Problema. Determinar o quociente e o resto que provém da di^ 
visào de dous números dados. 

Na resolução d'este problema distinguimos três casos. 

1 .^ Consideremos em primeiro logar o caso em que, sendo divisor um 
numero digito, o quociente deve ser também digito; o que acontecerá, 
quando, junctado um zero á direita do divisor, o numero composto re- 
sultante for maior que o dividendo. 

Neste caso determina-se o quociente, empregando a taboada de Pytha- 
goras, da seguinte maneira : procurasse o^ divisor na primeira linha oer- 
tical, e percorresse a linha horizontal correspondente, até encontrar um ni^ 
mero igual ao dividendo^ ou dous números consecutivos que o compreher^ 
dam entre 5t, ^e aquelle numero alli se não achar; na primeira hypothese, o 

(«) Quando não dissermos expressamente o contrario, entende-se que nos re» 
ferimos )ao resto pur defeito. 
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mitMfo «iQMmr da eciumna veríieal em quê está o dividendo 4 o qwH 
eiemíêt e o resto i zero; na segunda hypothese, o numero coUocado no dmo 
da edumna vertical em que está o menor dos dous números que compre-^ 
kêndem entre si o dividendo é o quociente^ e o resto obtem^te multiplicando 
o divisor pelo quociente e subtrahindo o producto do dividendo. 

Esta regra fundasse na doutrina dos corollarios 2.** e 3.^ de 11. 

S.** Supponhamos agora que somente o quociente é numero digito. 

Neste caso o dividendo ou tem o mesmo numero de algarismos que o 
divisor, ou mais um (*) ; e entdo o numero representado pelo primeiro 
algarismo á esquerda (no primeiro caso) ou pelos dous primeiros á esquerda 
(no segundo) contém o producto do primeiro algarismo do divisor pelo 
quociente («a), e por tanto, dividindo aquelle numero pelo primeiro al- 
garismo do divisor (o que se e/feiíua pelo caso 1 .®) obteremos o quociente 
ou um numero maior do que elle. Para verificar este algarismo, multi- 
plique^se por elle o divisor ; e, se o producto se poder subtrahir do dívt* 
dendOf será aquelle algarismo o quociente, e o resto da subtracção será 
também o resto da divisão: mas, se a subtracção se não poder effeituar, 
por ser o numero que representa o diminuidor maior que o diminuendo, 
isto indica que o algarismo achado 4 maior do que deve ser^ e por tanto 
substituiremos aquelle algarismo pelo immediatamente inferior, que nova^ 
mente verificaremos ; e assim por diante. 

3.®Finalmente supponhamos que o quociente deve ser um numero composto. 

No dividendo separe-se á esquerda um numero composto de tantos al- 
garismos, quantos forem os do divisor, se o numero assim representado for 
igual ou maior que o divisor; e de tantos e mais um, no caso contrario. 

Reconhece-se facilmente que as unidades da ordem mais elevada, que 
entram no quociente, sdo representadas por um numero digito, seguido de 
tantos zeros, quantos são os algarismos do dividendo que se seguem á di- 
reita dos que temos separado {***) : e, como o dividendo representa a somma 
de todos os productos parciaes do divisor por cada uma das diiferentes 
unidades do quociente, mais o resto, conclue-se que o numero previamente 
separado no dividendo contém o producto de todo o divisor pelo algarismo 
que representa as unidades di^ ordem mais elevada do quociente. Dividindo 

\ 

[*) Isto se reconhece, attendendo a que o quociente está comprehendido entre 
1 elO. 

(««) O qoe resulta claramente do corollario 2.% tendo em vista os processos da 
somma e da multiplicação. 

{***) Por exemplo, suppondo que o dividendo era 2876854 e que o divisor era 684, 
separaríamos oo dividendo os quatro primeiros algarismos, que formam o numero 



pois aqu^llê numero pelo ditUor (o que ee effeiíua pelo eégunio eom já 
oonêiderado) ackaremoi o primeiro algar iêmo do quociente {i). Em eeguida 
formene o proâueto do divisor pelo edgarismo já achado do quociente, e 
sul>traka''Se oproducto do numero já nparado na dividendo^ e finalmente 
juncíe-se á direita do resto o algarismo que se segue á parte pretiamente 
separada no dividendo; o resultado conterá evidentemente o produtíto do 
divisor pelo segundo algarismo do quociente [**); e por tanto poderá 
obter-^e este algarismo, dividindo aquelle resultado pelo divisor; para o 
que se applica o segundo caso já considerado. E depois acharemos o ter" 
ceiro algarismo do quociente, procedendo com o segundo, como ha pouco 
fizemos com o primeiro para obter o segundo. E assim por diante. 
O quadro seguinte indica o modo como na practica se dispSe a operaçBo. 



2876'8'5'4 


684 


2736 


4205 


1408 




1368 




04064 




3420 





634 



2876 > 684» mas <6840; e, como no dividendo proposto se encontram três alga* 
rísmos- á direita da parte separada, podemos concluir que as unidades da ordem 
mais elevada do quociente são milhares. 

£ com effeito, multiplicando 684 por 1000, é claro qae o produc(o será menor 
que o dividendo; mas se multiplicarmos 684 por 10000, o numero resultante ha 
de ser maior do que o mesmo dividendo : dond^ se conclue que o quociente está 
comprehendido entre lOOQ e 10000, e por tanto, que as suas unidades d'otrdem 
mais elevada são milhares. 

(•) Considerando ainda o exemplo da nota anterior, vè-se; como já dissemos, que 
em 2876 está comprehendido o producto do divisor 684 pelo primeiro algarismo 
do quociente; mas 2876 pôde comprehender, alémd'aquene producto, algumas ou- 
tras addiçõest^rovenientes dos productos parciaes de 684 pelos algarismos seguin- 
tes do quociente, e do resto: pelo que poderia suspeitar-se que, dividindo 2876 por 
684, o algarismo achado seria maior do que devia ser. Mas'é fácil reconhecer que 
isto não pôde ter logar; com effeito no exemplo anterior o numero que provém da 
divisão de 2876 por 684 é 4, e por tanto 2876 comprehende o producto 684x4, 
e por conseguinte 2876000 compreheuderá o producto 684 X 4000, e á fortiori 
2876854 comprehenderá também 684x4000; o que prova que o quociente da 
divisão de 2876854 por 684 não é menor do que 4000, e por tanto que o alga» 
rismo 4 não é exagerado. 

{**) Por qnanto é evidente qne o producto do divisor pelas unidades de ses^nda 
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O tiaiDdro 2876864 é o dividendo, e 684 é o dirisor; 420B tepresetita 
o quociente, e 634 ò resto. 

O namero 2736, que se yê abaixo da parte 2876, previamente separada 
oo dividendo, representa o producto do divisor pelo primeiro algarismo 
do quociente: subtrahiu--se este producto de 2876, e á direita do resto 
junctou-se o algarismo 8, que se seguia á direita da parte separada nò 
dividendo, o que perfaz 1 408 ; dividindo este numero pe\(f divisor, encon* 
tra^e o segundo algarismo do quociente, e assim por diante. 

Em logar de escrever os diíferentes productos do divisor por cada um 
dos algarismos do quociente, e depois subtrahil-os da parte correspondente 
do dividendo, é costume simplificar a escripta, fazendo aquellas duas ope- 
rações conjunctamente. 

14. THEoaBMA. O quociente consta de tantos algarismos ou de tofhtos 
e mais tim, quantos são os do dividendo menos os do divisor. 

Esta proposição deduz*se immediatamente do que Scou dito em a nota 
(•*ik) da pag. 21. 

15. Thbobema. Multiplicando o dividendo e o divisor pelo mesmo nu^ 
mero, nãa se altera o quociente; mas o resto fica multiplicado por aquelte 
mesmo numero. 

Denotem D o dividendo, ^ o divisor, q o quociente, e r o resto; será 
(II, corol. 2.^) 

D = dgf + r, 

'e por tanto, multiplicando pelo numero n ambos os membros d'esta igual- 
dade, teremos (9 e 12, cor. 3.°) 

Dn=(<jn)9+rn, 

donde resulta (II, coroL 3.**) que, dividindo Dn por dn, acharemos o quo- 
ciente q e o resto rnf, por quanto sendo r <d também será rn' < dn. 

16. TheobeHía. o resto da divisão de Uina somma por um numero 
qualquer i o mesmo resto que acharíamos, se dividissemos por aquçlte nti- 

a ' ' ' 

ordem do quociente ha de representar unidades de ordem immediatamente inferior 
ás do producto do mesmo divisor pelas unidades de primeira ordem^ isto é, da or- 
dem superior do quociente. 
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mero a samma dos ratas que provém da divisio da$ diffêrmtUi parcêttoê 
por aquelle divisor. 

Significa o principio anterior que, tendo nós somente em yista determinar 
o resto que provém da divisão de uma somma por um numero» podem(M 
substituir cada parcella pelo resto que provém da sua divisão por aquelle 
divisor. Ora a substituição de umd parcella pelo resto que lhe corresponde, 
equivale a subtrahir da parcella, e por conseguinte da somma, um múltiplo 
do divisor, o que não altera o resto da divisão da somma ; e por tanto, em* 
pregando esta substituição em todas as parcellas, recahiremos na proposição 
enunciada. 

CoROLL^Rio 1.^ Se iodas as parcellas forem divisíveis por um numero, 
a somma lambem o será: e por tanto 

CoROLLARio 2/ Se um numero for divisivel por ouíro,* todos os muh- 
tiplos do primeiro numero serão também divisiveis pelo segundo. 

CoRÒLLARio 3.^ Se um numero for a somma de duas parcellas^ e uma 
d* estas for divisivel por um divisor qualquer; serão iguaes os restos que 
provém das divisões da somma e da outra parcella por aquelle divisor^ 

GoROLLARio 4.^ Suppondo ainda que as parcellas são só duas^ se a 
somma for divisivel por um numero ^ os restos que provém da divisão de 
cada uma das parcellas por aquelle divisor serão complementares, relati^ 
vamenle a este numero^ isto é, aquelles restos darão uma somma igual ao 
divisor (se todavia algum dos restos ncLo for zerOf pois neste caso o outro 
também seria nullo). 

E, porque o diminuendo é a somma do diminuidor com o resto, vê-se 
que, quando o diminuendo é divisivel por um numero, os restos que pro^ 
vém das divisões do diminuidor e do resto por aqwlle numero são com^ 
plementares relativamente ao divisor. 

ScHOLio I. A demonstração antecedente deixa ver que^ em logar de suIh 
stituir todas as parcellas pelos restos correspondentes, poderiamos empregar 
esta substituição somente em algumas parcellas. 

. ScHOLio II. A doutrina d'este theorema ainda pode tornar-se extensiva 
ao caso em que, em todos ou alguns dos restos que substituimos és par- 
cellas,^empreguemos os restos por excesso. 

Para maior facilidade na exposição, começaremos por suppor que as par- 
cellas são só duas. 

Supponhamos que 6 primeira parcella corresponde o resto r por defeito, 
e á segunda o resto r' por excesso. Sendo assim, a primeira parcella será 
igual a um múltiplo do divisor, mais r ; e a segunda será igual à um múl- 
tiplo do divisor, menos r'; e por tanto a somma das duas parcellas será 



igual (coroL 1.% e d.** 6* 3.**) a um múltiplo do divisor, aagmentado de r 
e diminuido de r'» isto é, a somma será igual a 

representando por M aquelle múltiplo do divisor. 

Posto isto, teremos: 1.^ Quando for r>í\ a expressão precedente é 
a somma, de duas parcellas, qqe s'ão M e (r — r'); ora a primeira par- 
cella, M, é divisivel pelo divisor, e por tanto o resto que corresponde á 
divisão da somma é o mesmo que provém da divisão da oiUra parcella 
(r-rO. 

1.^ Mas, se for r <r^9 aquella expressão representa uma differença, em 
que M é o diminuendo, e (r' — r) o diminuidor^ e por tanto o resto da 
divisão d*aqueUa differença será complementar^ relativamente ao divisor, 
do resto que corresponde ao diminuidor r' — r. 

/ As mesmas considerações ainda tém, evidentemente, logar quando as 
parcellas forem mais de duas; e, em tal caso, r representa» na expressão 
M •+■ r — r', a somma de todos os restos, por defeito, das parcellas, e r' 
denota a somma dos restos, por excesso, das parcellas restantes. 

Podemos pois enunciar a seguinte regra para determinar o resto que 
provém da divisão de uma somma por um numero qualquer, suppondo que 
seconhecem os restos, por defeito ou por excesso, que provém da divisão 
das diíferentes parcellas por aquelle divisor: Sommem^se separadamente os 
restos por defeito e os restos por excesso^ subtraha-se a somma menor da 
maior ^ e divida^se a differença pelo divisor considerado: o resto d* esta 
divisão será também o resto procurado^ por defeito ou por excesso, con- 
forme a somma dos restos por defeito das parcetlas fór maior ou menor 
que a dos restos por excesso das parcellas restantes. 

ScHOLio III. As mesmas considerações, empregadas na demonstração 
d'este theorema, mostram que: 

a) na hypothese do corollario 1.^, o quociente que protém da divisão 
da somma por um numero i igual á somma dos quocientes que resultam 
da divisão das differentes parcellas por aquelle numero; e portanto 6), na 
hypothese do corollario 2.®» o quociente que provém da divisão do pro" 
dueto por um nuinero que é divisor de um dos factores é igual ao nu- 
mero que se obtém, dividindo esse factor por aquelle divisor, e multipli- 
cando depois o quociente pelos outros factores; o que costuma exprimir-se 
mais concisamente dizendo: para dividir um producto por um numero, 
basta dividir por esse numero um dos factores. 



17^ Thborema. o resto que provim da dm$ãó de um produelo par 
um numero qualquer i o mesmo que se obteria, dividindo por es$e numero 
o producto dos restos que provém da divisão de cada um dos factores ,por 
qquelle mesmo divisar. 

O enunciado anterior equivale a dizer que, se pretendermos sómenlb 
determinar o resto da divis?lo de um producto por qualquer divisor, pode- 
remos substituir cada um dos factores pelo resto que provém da sua divisão 
pelo divisor considerado. Ora o producto dado equivale a uma somma de 
tantas parcellas iguaes ao multiplicando, quantas s9o as unidades do mul- 
tiplicador, e, pelo theorema do numero anterior, podemos substituir, cada 
parcella pelo resto que lhe corresponde. Fica 'assim demonstrado que po- 
demos, no producto considerado, substituir o multiplicando pelo seu resto. 
Agora, invertendo a ordem dos factores neste novo producto, e repetindo 
as considerações precedentes, veremos que também o multiplicador pode 
ser substituido pelo resto correspondente. £ por tanto fica demonstrada a 
proposição. 

ScHOLio. A demonstração anterior deixa ver que também podemos 
substituir um só dos factores pelo resto que lhe corresponde^ conservando 
invariável o outro factor. £ neste caso vé-se também que podemos em- 
pregar, indiferentemente, o resto por excesso ou o resto por defeito, de- 
vendo ter em vista o que se disse no scholio II do numero anterior. (*) 

CoROLLARio. Se um dos factores d'um producto for divisivelpor um nur- 

(*) A e B sâo deus factores de um producto, e pretende-se determinar o resto 
que provém da divisão d'este producto por um divisor determinado. 

Denotem a' o resto, por defeito, de A 

b' » D de B . 

Gf • por excesso, de ^ A 

h^ » ' o de B 

Temos que: 1.® O resto de AB é o mesmo que o de a'B; e o de a'B é igual ao de 
ab' ; e por tanto os restos de AB e de a'6' são Jguaes. 

2.^ O resto de AB 6 complementar do resto de a B; e o de a,B é complementar 
do resto de a ò^; e por tanto os restos de.AB e de afi^ são iguaes. 

3.° O resto de AB é complementar do resto de afi; e o resto de a^B é igual aò 
de a^ò'; e por conseguinte são complementares os restos de AB e de afi', 

4.° E do mesmo modo se veria que eram complementares os restos de AB e de a'6^. 

Vê-se pois que, se os restos que subslituimos aos factores forem ambos por ex- 
cesso ou ambos por defeito, o producto d' estes dois restos, sendo dividido pelo dU>, 
visor considerado, dará um resto igual ao que provém da divisão do producto dado: 
mas, se um dos restos for por excesso e o outro por defeito, o resto que provier da 
divisão do producto dos restos será complementar do resto correspondente ao pro- 
4uctq considerado, 



mera gtuUquer,' o producio^ iambem será divisível per este numero; como 
}6 chiamos pelo corollarío 2.^ do theorema do numero anterior. 

18. Thborema. Para dividir um numero pelo produelo de dous cu 
mais factores^ quando a divisão se faz sem resio, basta jiividir aquelle 
numero por eada um dos factores successivamente. 

Seja N um numero, que supporoos divisível pelo producto abe^ ou N=abcqf 
sendo q o quociente da divisSo de N por abe» Pretende-se provar que esse 
meaoio quociente q se acharia, dividindo N por a, dividindo depois o quo- 
ciente resultante por 6, e, finalmente^ dividindo por c o quociente d esta 
ultima divisão. 

E com eífeito dividindo N ou a {bcq) por a, achamos o quociente bcq; 
da divisão de b{c^) por 6 resulta o quociente cq; e, finalmente, cq, sendo 
dividido por c, dè o quociente q. » 



CAPITULO VI 



EJlevaçfio a potencias 



I. A maneira do que se praticou com a somma, quando as parcellas 
eram todas iguaes, assim também, se os factores de um producto são iguaes 
entre si, qualquer dos factores se denomina raiz, o numero dos factores 
expoente, e o resultado da multiplicação potencia; e diz-se potencia se^ 
gunda Oíx quc^drado, potencia terceira ou cubo («), potencia quarta, . . • 
conforme o numero dos factores for dous, três, quatro, . . . 



(*) Ás denominações — quadrado e cubo — são tiradas da Geometria, onde a pri- 
meira se emprega par^á designar uma superfície plana, cuja área se determina mul- 
tiplicando, um pelo outro, dous factores iguaes, e a segunda denota um solido, cujo 
volume se obtém pela multiplicação de três factores iguaes. 



II. o processo pelo qual se determina o prodoeto de factores i^aes, 
conhecendo um dos factores e o numero d elles, denomina-se eletação a 
potencias. Deve porém notar-se que a elevação a potencias nSo constituo 
uma operação sui generíê^ diíferente da multiplicaçllOt como acontece com 
esta ultima operação, relativamente á somma ; 4)or quanto a elevado dé 
um numero a uma potencia qualquer faz-se, executando com aquelle nu- 
mero as multiplicações correspondentes ao numero de factores desi^ado 
pelo expoente. 

III. A expressão 7* lé-se 7 elevado á quarta potencia, e indica .a quarta 
potencia do numero 7;7 é a raiz e 4 o expoente. E do mesmo modo se 
entenderão outras expressões análogas. 



19. Theobbma. o quadrado de um numero contém o dobro de alga^ 
rismos d'es$e numero, ou o dobro menos um. 

Este theorerpa resulta immediatamente da proposição do numero (8) e 
da definição de quadrado. 

CoROLLABio. Se designarmos por n o numero de algarismos de qualquer 
numero, o quadrado d' esse numero conterá 2n ou (2n — 1) algarismos. 

20. Theorbma. o cubo de um numero contém o triplo de algarismos 
doesse numero, ou o triplo menos um, ou o triplo menos dous. 

Vimos no corollario do numero precedente que, designando por n o 
numero de algarismos do numero dado, o quadrado d'este ultimo numero 
contém 2n ou 2n — 1 algarismos. 

Se o quadrado contém 2n algarismos, o cubo, que representa o pro- 
ducto do quadrado pelo numero dado, conterá (8) 

« 

3n ou Zn — 1 algarismos. 

Mas, se o quadrado constar de 2n — 1 algarismos, o cubo conterá (8) 

Bn — 1 ou 3n — 2. 

E por tanto, em qualquer caso, o cubo ha de constar de 

3n, Sn — 1 , ou 3n — 2 algarismos. 



. ScHOUo. o mesmo se podia deduzir immediatamente do scholio do 
n.*8. 

21. Theobema. o quadrado de um numero eomposio de duas partes 
(primeira e segunda) consta de tres^ que sào: o quadrado da primeira, o 
dobro do producto da primeira pela segunda^ è o quadrado da segunda. 

Designaodo por a a primeira parcella do numero, proposto» e por h a 
abunda, teremos (a + 6) para representar aquelle numero; e por tanto 
o seu quadrado será (10) 

(o+J) (a+6)=.(a + h)a+ (o+6)6=a«+6<»+o6 + 6'=o*+2a6+6*; 

donde se concluo a proposição enunciada. 

GoBOLLAUio 1.** O quadrado de um numero composto de dezenas e 
unidades contém : o quadrado das dezenas^ o dobro do producto das de- 
zenas pelas unidadeSf e o quadrado das uni4ades. 

Assim 236^»230«+2x230x6 + K«. 



CoBOLLARio 2/ A differença entre os quadrados de dotis números con- 
secutivos a a (a + 1) ^ representada por 2a + 1. 

22. Thboaem A. O cubo de um numero composto de duas partes (pri- 
meira e segunda) consta de quatro, a saber : o cubo da primeira^ o triplo 
. do producto do quadrado da primeira pela segunda, o triplo do producto 
da primeira pelo quadrado da segunda^ e o cubo da segunda. 

Usando da notatão do numero antecedente, e attendendo a que é 



(a + 6)3= (a + 6)« (a + 6) , teremos (10) 
(a + 6)8= (a«+ 2a6 + 6«) (o + 6) = (a«+ 2a6 + 6*)o + (o«+ 2a6+ 6«)6 = 

= a3+ 2a«6 + 6«a + o«6 -t 2(i6*+ b^= 0^+ Za% + 3a6«+ 6«, 
isto é, (a -i- 6)8= a3+ 3a«6 + 3a6«-t- ft» ; 



como pretendíamos demonstrar. 

CoROLLARio X."" O cubo de um numero composto de dezenas e unidades 
contém : o cti6o das dezenas f o triplo do producto do quadrado das de- 
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zenas pélas unidadeSf o triplo do producto da$ dezenas pelo quadrado das 
unidades^ e o cubo das unidades. 

Por exemplo : 236 = 2303-f- 3 x 230* x 6 -h 3 x 230 x B«4- B^. 

GoROiXARio 2.^ 4 differença entre os eubos de dous números consecu^ 
tivos a e (a-i- 1) é representada por 3a*4- 3a + 1 =a8a(a+ I) + t., 

23. TnEORBM A. O producto de duas ou mais potencias de um numeto 
é a potencia d*esse numero, cujo expoet^te i a somma dos expoerAes doe 

factores. 



Assim 

E com eíFeito, 



7Six7*=7*+3 = 75. 



. ; 



7«x78«^(7x7) (7x7x7) = 7x7x7x7xT-=.7». 

' ' ' ■ . 

GoROLLARio 1 .® O quociente da divisão de uma potência por ouSra do 
mesmo numero é a potencia d' este numero, cujo expoente i o exoee» do 
expoente do dividendo sobre ^o expoente do divisor. 



Assim 



8»:8««8»-»-:8«. 



CoROLi^Rio 2.^ Para elevar uma potencia de um numero á efutrà po^ 
tenciap muUiplique^e o exppente do numero pelo grau d'eslã última po^ 
temia. 



<^ 



Assim 



(8«)íU8«x8«x8««8*+«+* ^ 8*>^»«^ 8*. 
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CAPITULO vn 

I 

Extracção de raízes 

II Extrahir a raiz quadrada ou segunda de um numero qualquer, dado 
é determinar o maior numero cujo quadrado se pode subtrahir do primeiro. 

O excesso do numero dado sobre a segunda potencia da raiz quadrada 
d'es8e numero chama-se resto. 

O mesmo processo que dá a raiz quadrada determina também o resto 
da operação, como em breve se verá. 

Do mesma sorte raiz cubica ou íerceira de um numero é o maior nu- 
mero cuja 3.* potencia pode subtrahir-se d'aquelle numero; e chama-se 
resto ao excesso' do numero dado sobre a 3.* potencia da sua raiz cubica. 
E assim por diante. 

11. A expressão 1^8 significa a raiz terceira ou raii do terceiro grau do 
numero 8 ; e o numero 3, que alli se vé, chama-se indice ou grau da raiz. 

Do mesmo modo se entenderão outras expressões análogas, de que fa- 
remos uso nesta secção para designar as raizes dos números, quando a sua 
extracção se fizer sem deixar resto, como acontecia no exemplo anterior. 

GoROLLARio. Das definições antecedentes resulta : que um numero é 
igual á 2.^ potencia da sua raiz quadrada^ mais o resto; e também á 5.* 
potencia dasíAa raiz cubica, mais o resto; etc. 

24. Problema. Dado um numero^ determinar de quantos algarismos 
ha de constar a sua raiz quadrada. 

' Dimda-se o numero em classes de duas letras, a começar da direita para 
a esquerda, podendo a ultima classe á esquerda constar de dous algaris* 
mos ou só de um: o numero dos algarismos da raiz será igual ao numero 
das classes em que assim ficar dividido o numero proposto. 

O processo que vamos empregar para determinar o numero d'alga- 
rismos da raiz de 28,76,64, é applicavei a outro qualquer numero. 

Em o numero proposto, que já apresentámos dividido em classes, como 
indica a regra, substituamos a ultima classe á esquerda pela unidade, e os 
algarismos seguintes por outros tantos^ zeros; formaremos assim o numero 
1 ,00,00, evidentemente menor que ò numero dado» mas composto de igual 
numero de classes; a raiz do numero assim formado é 100, primeiro nu^ 
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mero composto de três algarismos, e por tanto a raiz do numçro proposto 
também não terá menos de três. 

Substituamos agora a ultima classe á esquerda por 100 e todos os ou- 
tros algarismos por zeros; o numero assim formado, maior que o proposto, 
é 1,00,00,00, cuja raiz 1000 é o primeiro numero composto ae quatro 
algarismos; e por tanto a raiz do numero dado terá menos de quatro al- 
garismos, e, porque nDio tem, como já \imos, munos de três, terá effecti- 
vãmente três. 

ScHOLio. A regra anterior equivale á seguinte: $e b numero d'àlga* 
rismos do numero proposto for divisivel por 2, a sua raiz constará de 
metade d'aquelle numero d' algarismos; aliás^ torne-se aquelle numero 
divisifoel par 2, augmentando4he uma unidade, e applique-se depois a re^* 
gra precedente. 

25. Problema. Determinar o numero d' algarismos da raiz cubica 
de um numero dado. 

Divi^da^se o numero proposto em classes de três algarismos^ começando 
da direita para a esquerda, podendo a ultima classe d esquerda constar 
de um, dous ou três algarismos; a raiz procurada constará de tantos oJ- 
garismos, quantas forem aquellas classes. 

Seja 27,539,287 o numero proposto, já dividido nas respectivas classes. 

Substituindo a ultima classe á esquerda pela unidade, e os algarismos 
seguintes por zeros, forma-se o numero l,00d,000, menor que o proposto, 
que contém igual numero de classes, e cuja raiz tem evidentemente o nu»> 
mero de letras previamente indicado. Mas, se substituirmos a ultima classe 
á esquerda pela unidade seguida de três zeros, e os algarismos seguintes 
por zeros, obteremos o numero 1,000,000,000, maior que o proposto, 
contendo mais uma classe do que este, e cuja raiz 1000 é o primeiro nu- 
mero de quatro algarismos; a raiz procurada terá pois menos de quatro, 
e, porque não tem menos de três, terá eíFectivamente três. 

ScHOLio I. A regra anterior pode substituir-se pela seguinte : Divida-ee 
o numero d' algarismos do numero dado por 5; se a divisão se fizer 
sem resto f o quociente indicará o numero d' algarismos da raiz; aliás, 
juncte^se uma unidade ao quociente^ e o numero resultante será o dos al^ 
garismos da raiz. 

ScHOLio II. Em geral, para conhecer o numero d'algarismos da raiz 
do grau i, divida-se por i o numero d* algarismos do numero proposto; 
o quociente resultante ou esse quociente augmentado de uma unidade, con-^ 
forme a divisão se fizer resto ou com resto, será o numero que se procura. 
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£6. Pboblbma. Determinar a raiz quadrada de um numero qualqiter 
dado. 

Na resolução d'este problema convém distinguir três casos. 

1.^ Considerenjos em primeiro logar o caso de ser inferior a 100 o nu- 
mero proposto. 

Neste caso a raiz quadrada constará d'um só algarismo (24) ; e, para 
o determinar, banará conhecer a seguinte tabeliã^ onde se encontram os 
números digitas, e os seus respectivos quadrados. 



Números 123456789 
Quadrados 1 4 9 16 25 36 49 64 81 

Sup|K>ndo, por exemplo, que era 5B o numero dado, acharemos, per- 
correndo a segunda linha da tabeliã anterior, que aquelle numero fica 
comprehendido entre 49 e 64; e, por que a 49 corresponde a raiz 7, será 
tanfbem esta a raiz do numero dado. 

2.^ Em segundo logar consideremos o caso de ser a raiz composta de 
doua algarismos. 

Seja 2354 o numero dado. Como a raiz procurada consta de dous 
algarismos (24), e, por conseguinte, de dezenas e unidades, podemos consi- 
derar o numero proposto como a somma de quatro parcéllas (21, cor. 1.**), 
que sSo: o quadrado das dezenas da raiz, o dobro do producto das de- 
zefnas pelas unidades da mesma raiz, o quadrado d'estas unidades, e o 
resto. Ora o quadrado das dezenas forma-se, elevando ao quadrado o al- 
garismo que as representa, e junctando depois dous zeros ao resultado; 
d'onde se pode concluir que o quadrado do algarismo das dezenas está com- 
prehendido em 23, que por isso separaremos por um ponto ou virgula da 
parte restante {>4. Se em 23 somente estivesse comprehendido o qua- 
drado do algarismo daadezenaS, este algarismo obter-se-hia, extrahindora 
raiz quadrada de 23; mas, como naquelle numero podem estar com- 
pTehendidas, além do quadrado do algarismo das dezenas, algumas cen- 
tenas provenientes dá addição d'aquelle quadrado com as outras partes 
de que acima falíamos, concebe-se que a raiz quadrada de 23 poderia 
ser maior do que o verdadeiro algarismo das dezenas da raiz ; o que to- 
davia náo succede, como vamos ver. A raiz quadrada de 23 é 4, e, pelo 
que acabamos de dizer, este numero é igual ou maior que o algarismo 
c 



/ * 
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das dezenas da raiz; ora, sendo 4 raiz de 23, 6 4''< 23, por conseguinte 
4.0*< 2300, e á fortiori 40* < 2354; o que prova que em 2354 se com- 
prehende o quadrado de 40, e, por consequência, que a raiz quadrada de 
2354 nJko é menor do que 40, nem, por conseguinte, o algarismo das 
dezenas menor do que 4. E, por que já sabemos que elle nSo pode ser 
maior do que 4, será este o algarismo que representa as dezenas da raiz. 

Formando o quadrado d'aquelle' algarismo, e subtrabindo-o de 23, ob- 
tem-se o resto 7, e, junctando à direita d'este a parte primitivamente se- 
parada, 5i. vem o primeiro resto 75i; e, pelo que fica dito, este numero 
representará a somma das três ultimas partes já mencionadas. 

Ora o dobro do producto das dezenas pelas unidades obtem-s«, iMrili- 
plicando o dobro do algarismo das dezenas pelas unidades e junctando 
depois um zero ao resultado ; d onde se pode concluir que o dobro do pro- 
ducto do algarismo das dezenas pelas unidades está comprehendido em 75* 
que por isso separaremos por um ponto da parte restante 4. Se aquelle . 
numero 75 representasse exactamente o dobro do producto do algariímo 
das dezenas pelas unidades da raiz, obteriamos estas unidades, dividiíido 
75 pelo dobro do algarismo das dezenas, que é 8; mas, como em 75 
também podem estar comprehendidas algumas dezenas, proveoieote^ di| 
addiçdp das duas ultimas partes, segue-se que, dividindo 78 por 8t o 
quociente ou representa o algarismo das unidades da raia o« 6 maior 
do que esse algarismo; o que a experiência con6rm«. Preciaaaifi^ por 
isso de veri6car se o algarismo assim achado é maior do que deve a^r» f» 
nesse caso, tomaremos para representar as unidades o algarismo inmo^ 
diatamente inferior (*), que ainda teremos de verificar, e assim por diante 
até achar o verdadeiro algarismo; o que terá logar quando a somma do 
dobro do producto das dezenas pelas unidades e do quadrado das udí^ 
dades for menor que o primeiro resto da operação. Procedendo d'eate 
modo no exemplo, dado, achámos primeiramente o numero 9, que er4t 
maior do que devia ser, e por isso substituímos a estje o numero 8, qw 
depois se verificou ser o verdadeiro algarismo das unidades ; o reslo da ope*- 
raç&o é 50. * 



(•) Bm logar de substitvtirQos o algarismo das unidades pelo ínfpediatameQtei 
inferior, como acabamos de dizer, podemos subslituil-o por outro algarismo ainda 
menor; mas, procedendo assim, o numero composto resultante pode ser menor 
do que a rais procurada ; e islo faciTmente se reconhecerá, porque, nesse caso, 
o resto da operação é maior que o dobro do numero que se encontra no logar da 
rali.(Vei. D.«ai.) , 
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Na practica dispÕe-M o calculo como aqui o indicamos (*) 

23.84l_*8_ 



16 720 6*0 

76 4 ^ J54 

70.4 801 704 
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Do que fica dicto resulta a seguinte regra» para extrahir a raiz quadrada 
de um numero composto de duas classes: Exlraha^se a raiz quadrada 
da primeira clasêe á esquerda^ e o algari$mo respectivo representará as 
dezenas da raiz ; eleve^se depois aqtielle algarismo ao quadrado, e sulh- 
írahá^-se este da primeira classe á esquerda, e á direita do resto juncte-se 
a classe immediaía : assim teremos o primeiro resto da operação. 

Para determinar as unidades, separe-se no resto por um ponto o uí- 
timo algarismo á direita, e divida-se a parle que ficar á esquerda pelo 
dobro do algarismo das dezenas da raiz ; o quociente será o algarismo das 
unidades ou maior do que este. E, para o verificar, forme^se o dobro do 
produeto das dezenas pelas unidades e o quadrado das unidades': se a som-' 
ma doestas duas partes se puder subtrahir do primeiro resto, a raiz está 
eaacta, e o resto da subtracção é também o resto final da operação ; aliás 
iubHitíêíremos o algarismo das unidades pelo immediatamenle inferior, 
que novamente verificaremos; e assim por diante até achar o verdadeiro 
algarismo. 

3;^ Por ultimo supponhamos que a raiz procurada consta de três ou 
roais algarismos. 

Seja 7.68.54.39 o numero proposto, que dividimos em classes de doqs 
algarismos, começando da direita para a esquerda. 

Suppondo por um momento que tinhamos determinado o numero com- 
posto de três algarismos» que representa a raiz quadrada do numero 



{*) Representando as dezenas da raiz por d e as unidades por u, tereivos 
2du-{-u^^=»u('2d'\'U) para representar a somma das duas ultimas partes do qua- 
drado; e debãiio d'esta forma vè-se que aqu^lla somma se pode obter peio seguinte 
processo: muttipliea-^e por â o algarismo que representa as dezenas da raiz, á 
direita do produeto juncta-se o algarismo das unidades, e multiplica-se o numero 
resultante por este mesmo algarismo; o produeto assim formado representa a sofnma 
d'aqueiM. duas partes. 



• « 
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7.68.54, formado pelas três primeiras classes á esquerda, moatrar-se-iat 
como no caso 2.^, que esse numero representa também o total das de- 
zenas da raiz do numero dado; e depois obteremos o algarismo das uni- 
dades, procedendo com aquelle numero composto, como o fizemos com o 
algarismo das dezenas no caso 2.^ para obter as unidades da raiz. 

Vé-se pois que a indagação da raiz quadrada do numero dado fica 
apenas dependente de se saber determinar a raiz quadrada do Dumero 
7.68.54; e da mesma sorte se demonstra que, para conhecer a raiz 
d'este ultimo numero, basta saber determinar a raiz quadrada do nmnero 
7.68, a qual se obtém pelo caso 2.^, já considerado. 

Em consequência podemos estabelecer a seguinte riegra: Ditidih-te o 
numero em classes de dous algarismos, começando da direita para a et- 
querda; exlraha-se a raiz quadrada do numero formado pelas duas pri- 
mehras classes á esquerda ; e o numero composto resultante será lambem o 
que representa o total das dezenas da raiz quadrada do numero formado 
pelas três primeiras classes da esquerda: e. para determinar as unidades 
d'esta raiz^ proceda»se com o total das dezenas como se procede com o 
algarismo, que as representa, para determinar as unidades, caso que a 
raiz conste de dous algarismos somente. 

Fica assim determinada a raiz quadrada do numero formado peifets 
três primeiras classes, a qual representa também o total das dexenis da 
raiz quadrada do numero formado pelas quatro primeiras classes; e as 
unidades d' esta raiz achar-se-hào pelo processo já indicado anteriormenie: 
e assim por diante. 

27. Pboblema. Dado um numero, determinar a sua raiz cubica. 

Na resolução d'este problema distinguimos também três casos. 

t.^ Quando a raiz cubica consta d'um só algarismo, para a determinar, 
basta conhecer os cubos dos di/ferentes numeras dígitos, os quaes se en» 
eontram na tabeliã seguinte: 

Números 1234567 8 9 

Cubos 18 27 64 125 216 343 512 729. 

2.® Em segundo logar consideremos o caso de ser composta de dous 
algarismos a raiz cubica. 

Seja 23.685 o numero dado. 

Como a raiz cubica d'este numero consta de dezenas e de unidades (25), 
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podemos considerar este numero como a somma de cinco parcellas,. que sdo 
as quatro já mencionadas em o n.^ 22, e o resto da operação. Ora o cubo 
das dezenas pode obter*se» formando o cubo do algarismo das dezenas e ad* 
dicionando-lhe depois três zeros; d onde se conclue que o cubo do algarismo 
qne ha de representar as dezenas está comprehendido em 23, que por isso 
separámos da parte restante 685, por meio de um ponto. Mas, como em 
S3 também podem estar comprehendidos alguns milhares, provenientes das 
quatro ultimas partes, ha pouco mencionadas, poderia suspeitar-se que, ex- 
trahindo a raiz cubica de 23, achássemos um algarismo superior ao que deve 
representar as dezenas da raiz; o que todavia n9o acontece, como sê prova 
Facil^iente pelo processo já usado a propósito da raiz quadrada, flxtra- 
hiodo pois a raiz cubica de 23, achamos 2 para representar as dezenas 
da raiz do nunAero dado. Elevando 2 ao cubo, subtrahindo de 23 o resul- 
tado, e junctando á direita do resto a classe seguinte, achamos o primeiro 
re^lo 186.85, nó qual se comprehendem as quatro ultimas partes de que 
acima fallánios. * 

Vamos agora tractar de determinar as unidades d^ raiz, e para isso 
notaremos que o triplo do producto do quadrado das dezenas pélas uni- 
dades pode obter-se, multiplicando successivamente 3 pelo quadrado do 
algarismo das dezenas e pelas unidades, e junctando depois dous zeros á 
direita do resultado; d'onde se pode inferir que o triplo do producto do 
quadrado do algarismo das dezenas pelas unidades está comprehendido na 
parte 156 do resto, a qual por isso separámos da parte restante 85 por 
meio d'um^ ponto. Se 1 56 representasse somente o triplo do producto de 
que acabamos de fallar, é evidente que acharíamos as unidades da raiz, di- 
vidindo 156 pelo triplo do quadrado do algarismo das dezenas, isto é, por 
12; mas, como 156 pode também comprehender algumas centenas, pro- 
venientes das três ultimas partes contidas no primeiro resto achado, se- 
gue-se que o quociente da divisão de 156 por 12 representará o algarismo 
das unidades da raiz, ou será maior do que esse algarismo. Precisamos por 
isso de verificar aquelle quociente; o que se consegue, formando o triplo 
do producto do quadrado das dezenas pelas unidades, o triplo do producto 
das dezenas pelo quadrado das unidades e o cubo das unidades, e exami«f 
nando se a somma d'estas três parcellas se pode subtrahir do primeiro 
resto; se assim for, o algarismo das unidades está exacto, e o resto d'esta 
subtracção é também o resto da operaçjio; aliás, temos que substituir o 
algarismo achado pelo immediatamente inferior, que novamente verificare- 
mos; e assim por diante (*). 



(«) Em logar de sobst^oir o algarismo das aoidides peio ímmediatimente in- 
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O quadro seguinte indica a maneira de dispor o calculo. 

23.68^1 28 

8 12 10800 9600 

ÍB6785 *860 3840 ■ 

139 62 729 812 

17 33 16389 13952 

A raiz procurada é 28, e acha-se escripta á direita do numero dado. 
Debaixo d'esta raiz vé-se o numera 12, que representa o triplo do qua- 
drado do algarismo das dezenas, e que serviu para obter as unidades, di« 
vidindo por elle a parte 166 do primeiro resto. Nesta divisfio o primeiro 
quociente que se encontrou foi o algarismo 9; mas, formando com este 
algarismo as três ultimas partes do cu6o, achou-se que a sua somma er^ 
1 6389, numero superior ao primeiro resto ; d'onde concluimos que o al- 
garismo 9 era maior do que devia, e por isso o substituimos por 8f qué 
depois verificámos estar exacto (*)• 



■w^ 



ferior, poderemos substítuil-o por outro ainda menor; mas, d*este modo, o na«- 
mero achado poderá ser menor do que a raiz procurada ; d que se recoqfaece 
facilmente, por ser nesse caso o resto da operação maior jdo que 3o^-|-''^^i'=^3a(a4-l)» 
designando a o numero achado para representar a raiz. (Vej. n.^ 22, corol. 2.*)/ 

.(*) Representando as dezenas da raiz por (f e as uoídades por ii« a somma das 
três ultimas partes do cubo é 

a qual se pode escrever 

u(3íí^+3(lu+u») ou u[3á*+u(3(l + u)]; 

e debaixo d'esta forma descobre-se um meio fácil iie obter a somma d^aquellas três 
partes, da seguinte maneira : forme-se 3(í-|-«; multiplique-se o resultado por ti; * 
ao numero resultante juncte-se 3d^, e muUiplique-se a somma por u. 
(^: O exemplo juncto indica a applicação d'aquelle processo á veri/lcação da niiz 38 
do numero aCima dado, e por elle achamos a somma 13952 mais facilmente do qae 
se a calculássemos directamente, como fizemos no texto 

68 3(f + u 

8 % 

544 (3(f + u)ti 

12 M^ 

1744 3(I^H- u (3d -+- u) 

8 « 

139ft2 tf [3d«^ tf (Sif -4- tf)]. 



Do que fica exposto resulta a seguinte regra para extrabir a raiz cu- 
bica de um numero composto de duas classes : Extraha-se a raiz cubica 
da primeira claêse á esquerda, e o algarismo resultante representará as 
dezenas da taiz do numero dado; elete-^sè depois aquelle algarismo ao 
cubo, subtraha-se este da primeira classe á esquerda, e á direita do resto 
escreva-se^a classe seguinte, é assim teremos o primeiro resto. 

Para determinar as unidades, separem-se no resto por um ponto os dous 
últimos algarismois á direita, e divida^si a parte ^ue ficar á esquerda 
pelo triplo do quadrado do algarismo das dezenas da raiz; o quociente 
será o algarismo das unidades ou maior do que este. E para o verificar 
formem^se as três ultimas parles do cubo; se a somma d'estas se puder 
êvbtrahir do primeiro resto, a raiz está exacta e o resto d'aquella subtrac' 
fào i também o resto fihal dã operação; aliás, substituiremos o algarismo 
das unidades pelo immediatamente inferior, que novamente verificaremos; 
t assim por diante até achar o verdadeiro algarismo, 

3.** Se a raiz cubica houvesse de cbnstar de niais de dous algarismos, 
usando de considerações análogas és que empregámos no n.** 26, caso 3«^» 
a propósito da raiz quadrada, acharíamos para determinar aquella raiz, uma 
regra, que se deduz da que alli se deu, mudando a denominação de raiz 
quadrada M dè raiz cubica, é notando que as classes em que o numero 
$e divide eonsta^/i dê tréè úlgatlimòs em logàt de dous. 
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CAPITULO VIII 



Maior divisor eominuiii 



1/ Diz-^e que um numero é divisor commum d' outros números, quando 
aquelle numero é divisor de cada um d* estes; assim 3 é divisor coinnium 
dos números 12, 18 e 30, porque 3 é divisor de 12, de 18 e de 30. 

II. Ao maior dos divisores commiins chama-se maior divisor commum; 
no exemplo anterior é 6 o maior divisor commum dos números propostos. 

III. Dous ou mais números dizem-se primos entre si ou primos rela" 
tivos, quando ndo têm outro divisor commum além da unidade (*). 

28. Lemma. Dados dous números, se o maior for divisivel pelo menor» 
este será o maior divisor commum dos mesmos números. 

Sejam A e B os números dados, e supponhamos A divisivel por B ; será 
B o maior divisor commum de A e B. 

Com cffeito, por ser A divisivel por B, é B divisor de A ; mas B é tam- 
bém divisor de si mesmo ; logo B é divisor commum de A e B. E, porque' 
B nSo é divisivel por outro numero maior, será B o maior divisor com- 
mum de A e B. 

29. Lbmma. Propostos dous números^ taes^ que a divisão do maior pelo 
menor dé algum resto, os divisores communs d'aquelles números' serão 
também os divisores communs do menor d'elles e do resto. 

Sejam A e B os dous nqmeros, q o quociente da divisfio de A por B, 
e R o resto d'esta divisfio : teremos 

A-^Bç + R. 



(•) Á propriedade d'e8ta denominação melhor se conhecerá, quando entrarmos 
no capitulo immediito. 
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e Bt também dividiri B (por 
divisores comqnums de A e B 



B e fi também dividirá B (por 
os divisores commuas de B e R 



E, por tanto, o namero que dividir A 
hypothese) e R (16, corol. S.""); isto é, os 
também o sSo de B e R. 

Ef reciprocamente, o numero que dividir 
bypotbese) e A (16, corol. i •°) ; quer dizer, 
sdo também divisores communs de A e B. 

.£, por tanto, os divisores communs de A e B s9o os mesmos que os 
de B e R. 

CoROLLABio. O maior divisor commum 
igual ao maior divisor commum do menor 



dos dous números propostos é 
e do resto. 



30. Problema. Dados dois números, determinar o seu maior divisor 
commum. 

Divida^sf o maior dos numeras dados pelo menor; o menor pelo resto 
d'aquella divisão; o primeiro resto pelo segundo; o segundo pelo Urceiro; 
ê asiim por diante, até que uma destas divisões se faça sem deixar resto: 
o divisor d' essa divisão será o maior divisor commum procurado. 

Este processo resulta muito claramente dos n."^ 28 e 29 corol. 

No exemplo seguinte, em que se applica a re^ra anterior para deter- 
minar o maior divisor commum dos números 68880 e 8516, se verá a 
maneira de dispor o calculo 



1722Q 2129 
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61 
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7S2 
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996 , 
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20 
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O maior divisor commum é 4. 

As differentes divisões foram feitas segundo a regra dada (n.^ 13); mas, 
como o numero que é divisor numa d'aquellas divisões serve de dividendo 
na divisão immediata, collocaram-se os quocientes por cima dos divisores 
respectivos,. a fim de deixar livre o espaço que fica abaixo do divisor, para 



41 

alli se escreverem od restos da divislo^ quando aquelle divisor servir de di- 
videndo. 

A linha designada por Q contém os quocientes qae provém da diviAd 
dos números correspondentes de N pelo maior divisor commum,4. Aqiiel- 
les números determinam*se com facilidade, fatendo uso dos principio! do 
n."* 16, sch. III. 

ScHouo. Como o maior divisor • commum dos números dados é lam- 
bem o maior divisor commum do menor d'elles e do primeiro resto da 
operação, do« primeiro resto e do segundo, do segundo e do terceirOi etc., 
$e reconhecermos que douê d'e$le$ números $ào primos êníre ii, poékfêfH^ 
concluir que os números pt opostos lambem o são. 

CoROLLARio 1 .^ Da mesma regra e do lemma do n.® 29 dedUE-se que 
o divisor commum de dous números é lambem divisor do seu mãÍ9r éi* 
visor commum. 

CoBOLLARio 2.^ Da regra precedente e do theorema do n.* 15 reaulti 
que, Sê multiplicarmos por qualquer factor os dous números iaiai, o 
mator divisor commum ficará também mullipKcúdo pot êsse fúctofí t, in^ 
versamente, se dividirmos aquelles dous numetos par outra numera ftia 
seja divisor commum d'elleSf a maior ditisor eomtnum virá tampem di- 
tidido por a^lU numera. 

Assim, por exemplo, tendo achado que era 4 o maior divisor coaaoioai 
dos números 68880 e 8516, poderemos concluir que é 4 x 3 o maior di* 
visor commum dos números 68880 x 3 e 8516 x 3. 

CoROLLARio 3.^ Sào primos enlre si os quocientes que provém da dt*- 
visão de dous números pelo seu maior divisor commum. 

Ê uma consequência da ultima parte do corollario 2.** {*)»f^ 

.31. Problema. Determinar o maior divisor commum de ites ou Miots 
números. 

A solução d'este problema funda-se no seguinte principio: que pode^ 
mos substituir dous quaesquer dos números dados pelo seu maior divisor 
commum. 



[*) O mesmo se poderá ver nas seguintes considerações: 

Sejam À c B os números dados, D o seu maior divisor eommum, c a e 5 os quo- 
cientes resultantes da divisão áe À e B por D: teremos il«=>aD, B^=^hD. 

Ora, se entre a e ò houvesse um divisor conimum d> 1» teríamos Q^=*da\ b=»db'; 
logo A^da D^^dDu', B=^db^ D^^dDb'; c logo entre À e B haveria um divisor 
commum Dd maior c|ue o seu maior divisor commum D; o quo era absurdo. 
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Sejam F» 6, H e K quatro números, de que pretendemos determinar 
o maior divisor commum, e designemos por D o maior divisor commum 
de F e 6. 

O numero que dividir F, G, H e K, dividirá também (30, corei. 1.*) 
D, JH e K; è, reciprocamente, o que dividir D, H e K ha de também di-^ 
^idir F, G, H e K : logo os divisores communs de F, G, H e K s9o os 
mesmos que os de D, H é K; e, em cohsequenòia, o maior divisor com- 
mum d'aquelles quatro números será idêntico ao maior divisor commum 
d'estes três. 

Por taotpi querendo determinar o maior divisor commum d« muitos 
números, subsiiiuirêtnos dons d' tiles pelo seu maior dmsor comintim ; 
procederemos do mesmo modo eom os números resullánies^ « etssim conti^ 
nuaremoíf, até que os números fiquem reduzidos a um #rf, que será o múiêr 
divisor eommum procurado. 

ScHOLiò. A doutrirfa, tanto do scholio como dos corollarioi dòn.^'80» 
ainda subsiste, qua«ido os niiiperos propostos forem maia de úom. 



.'Ai''\ 
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CAPITULO IX 



Números primos 



I. Vm numero diz-se primo, quando não i divisivel $enÍo por $i 
mesmo e pela unidade: taes são, por exemplo, os números 5, 7 e 11. 

II. Decompor um numero em factores primos é determinar um eysUma 
de números primos que^ multiplicados entre tt, produzam o numero pro- 
posto. Decompondo 15 e 24 em factores primos, acharíamos 15=ss3 x 5* 
e24=2 x3: 

Todo o, numero que não é primo é susceptível de H decompor em /o- 
ctores primos. 



32. Theorbma. a serie dos números primos é illimitada. 

A proposiçSo anterior ficaria demonstrada se conseguíssemos provar qoe 
existe sempre um numero primo maior do que outro qualquer numero 
primo assignado. 

Mostremos pois que ha de haver um numero primo superior ali, por 
exemplo. 

Forme-se o producto de todos os números primos desde 2 até 1 1 ^ e ao 
resultado juncte-se a unidade ; assim teremos 

2x3x5x7x 11 + 1. 

Evidentemente o numero assim formado n9o é divi|ivel por nenhum dos 
números primos comprehendidos entre 2 e 1 1 ; e, como todo e qualquer 
numero é sempre divisivel por algum numero primo, sej2:ue-se qijp haverá 
um numero primo maior que 11, pelo qual será divisivel aquelle numero. 

33. Lemma. Se um numero não for divisivel por algum divisor primo, 
igual ou menor qtÂC a sua raiz quadrada, esse numero será primo. 

Esta proposição resulta claramente dos seguintes princípios : 1 .^ o quo- 
ciente da divisão de um numero por outro, maior que a raiz quadrada do 
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primeiro numero, nSo é maior do que essa raii quadrada: 2.^ quando um 
numero é divisível por ouirò, é também divisível pelo quociente que resulta 
da sua divisdo por essé^ divisor. 

Este segundo principio não carece de nova demonstração. Passemos por 
isso a demonstrar o primeiro. 

Seja N o numero considerado, e supponhamos que é 6 a sua rajz qua- 
drada. O quociente da divisão de N por um numero maior do que 6, 1 1 
por exemplo, qão será lambem maior do que 6. 

Cond effeito; supponhamos que era 7 o quociente^ e representemos por 
r o resto ; teremos 



N=llx7 + r = (7 + *)7 + r = 7*+4x7 + r; 



e, por tanto, caberia em N quadrado de 7, o que não pode ser, visto que 
é 6 a raiz quadrada de N. 

34. Pboblbma. Determinar todos os números primos até um limite 
designado. 

Supponhamos que era 100 este limite. 

Escrevam-^se seguidamente todos os numeras desde 2 até 100; as pri-^ 
meiros números primos são 2 e S. ^ 

Começando em Sl^, marearemos com um traço este numero e todos os 
que se lhe seguirem de dous em dou$. Os números assim marcados serão 
múltiplos de 2; e serão primos todos os outros até 5^, exclusivamente. 

DepoiSf principiando por 5^, marcaremos igualmente este numero e 
todos os que se lhe seguirem de 5 em 3. Todos os números marcados se^ 
rão múltiplos de 2 ou de 5; e serão primos todos os outros até 5^ exelu" 
ãivamente, tisto ser 5 o numero primo immediato a S. 

Em seguida notaremos com um traço o numero S^ e todos os que se 
lhe seguirem de 5 em 5. Os números notados serão múltiplos de 2, de S 
ou de 5; e serão primos os restantes até 7^, exclusivamente. 

Finalmente, começando em 7^, marcaremos este numero e os que se 
lh$ seguirem de 7 em 7, ê todos os números não mareados serão os nu-- 
meros primos procurados, visto ser 14^>100. 

Eáté' processo funda-se na proposição do n.^ 33. 

A soa applicãiçSo suppõe pe, sendo p e j>' dous números primos con-^ 
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secutivof , entre p e p'^ existe sempre um numero primo pf' >pf; o ^ae « 

experiência con6rm« (*)• ^ 

Pelo mesmo processo se poderi verificar a seguinte 
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167 


281 


, 419 


557 


677 


827 


977 


67 


173 


283 


. 421 


563 


683 


' 829 


98a 


71 


179 


293 


431 


569 


691 


8£Í9 


991 

1 - 


73 


181 


307 


433 


571 


701 


853 


, 997 



35. Problbha. Decêmpor um numero em f adores primoê. 
Dividtí'ie o numero propoeio peh seu menor divisor primo; opére-se 



. . ■ 1 



(*) Este melhodo é conhecido na scíencia pelo nome de crivo de Erato^thenes, 
ou pel<> menos não differe essencialmente do roethodo assim designada. 

II Tappelb ItyerièU, êis ilíantuda, Historia 4as mathjemaiicQs, p^ítee qm» íemk 
ainsi que dans un crible resteqt les eorps qui sont d!une dimeosíoa ^Kcd.^ute« 
celle des ouvertures élant destinée à laisser passer ceuz d'une dimension mt^indre; 
de même, dans la suite des nombres exposés selon le procede de Erathòstinè, \l ne 
reste que ceux qui ont la propriêté den*avorr que runitéon éús mêmaé po/ftr divi« 
seurs. 



4ú nifimo modo iobfn o qweienU resultante^ e <u$im por diante^ até obier 
em quociente a unidade: o numero proposto será igual ao prodígio de 
todos os differenles divisores primos empregados, tendo cada um d'estes 
tun expoente igual ao numero de divisões effecluadas por elle. 

Procuremos decompor 7007 em factores primos. 

Este Dumero ndo é divisível por 2, nem por 3, nem por 5 ; mas, ten- 
tando a divisão por 7, vé-se que é divisível por 7, e que o quociente é 
1001; temo# pois 

7007=* 7 X 1001- 

NSo sendo 7007 divisível por 2, nem por 3, nem por 5, Cambem 1001 
qIo 8Qr6 divisível por nenhum d'aquelles números; mas 1001 é divisivel 
por 7, e o quociente da divisão é 143: temos pois 

1001=7x143, e por tanto 7007 = 7 x 7x 143 = 7* x 143. 
E do mesmo modo se acha 

U3=«ilxf3, e 13=t3xt; 

e, por conseguinte» seri 

7007 = 7* X 143- 7*x II x 13. 

36. Lbiimâ. Se o producto de dous factores for divisivel por um nu-- 
mero primo em relação a um dos factores, será o outro factor divisivel 
per aquelle numero. 

Sendo AB divisível por D, e sendo primo este numero em relagio ao 
factor A, será B divisível por D. 

Com effeilo; por serem A e D primos entre si, é 1 o seu maior divisor 
commum; e, por tanto, será B o maior divisor commum de AB e DB 
(d.* 30, corol. 2/). Mas D é por hypothese divisor de AB, e também o é 
evidentemente de DB; por conseguinte também o será de B, maior divisor 
commam doestes dous números (30, corol. I.""). 

Sendo pois D divisor de B, é B divisivel por D; como se pretendia de- 
monstrar. 

CoAOLLABio. Se N for divisivel por diferentes numeras a, b, c » 

e $e cada um d' estes for primo a. respeita de cada um dos que estào escri-^ 
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ptoi adiante d*elle, N será lambem dMiivel pelo producto de iodoê aquéUei 
numeras. 

Por ser N divisível por a, será N==:aq. Mas N ou aq 6 também divi- 
sivel por 6, e, por hypothese, este numero é primo em relaçfio ao Factor a; 
logo será o outro factor q divisível por fr, ou q=bq'; e logo será N=^aq 
txssabq': o que mostra que N é divisível pelo producto ab. 

Da mesma sorte, sendo N ou abq^ divisível por c, e sendo este numero 
primo em relaç^ ao factor a, bq' será divisível por c; e, como c é primo 
com 6, q' será divisível por e; logo q=scq'', e N=abq^=sabc^' : o que 
prova que N é divisível pelo producto abe: e assim por diante. 

37. Theorema. Um numero só pode ser produzido por um iystewia 
único de factores primos. 

Demonstremos, por exemplo, que o numero N = 3x5^xll' dSo pode 
ser decomposto noutro systema oifferente de factores primos. 

Esta proposíçHio resulta evidentemente dos seguintes princípios. 

t.^ O numero N ndo pode ser divisível por nenhum factor primo p .dif* 
ferente de 3, 5 ou 11 • 

Com effeito; supponhamos N divisivel por p; sendo 



N = 3x 6 X 6x 11 X II X 11 =3x (5x5x11x11x11). 



e sendo p primo em relação ao factor 3, teremos (36] que o outro factor 
do numero N, isto é 5 x 5 x 1 1 x 1 1 x 1 1 x 1 1 será divisível por p. 

Temos pois que o numero 6x5x11 x llx 1 1 ou 5x (6x11x11x1 1) 
é divisível por p ; e, como este ultimo numero é primo em relaçSo ao Fa- 
ctor 5, segue-se que o outro factor 5x11x11x11 será divisivel por p. 

E, continuando com este processo, acabaremos por concluir que o ul- 
timo factor 11 será divisível por p; o que é manifestamente absurdo» por 
serem p e ii primos entre si. 

2.^ O numero N, na composição do qual entra o factor 5 com o ex- 
poente 2, não é divisível por nenhuma potencia de 5 superior á segunda. 

Com efleito ; suppondo, por exemplo, que N é divisível por 5^, e repre- 
sentando por Q o quociente da divisão por este numero, teremos 

N==6 xQ, 



4d 



e, como temos também por hypothese 



será 



N = 3xB*xir, 
5*xQ = 3x5*xir, 



donde, dividindo ambos estes números iguaes por 6% se tira, 

6xQ = 3xll'; 



e, por tanto, seria 3 x 1 T divisivel por 5 ; o que não pode ter logar em 
TÍrtude do principio 1.^ já demonstrado. 

CoROLLÂRio 1.^ Suppondo que dous números estSo decompostos em 
factores primos, se nenhum d'esses factores for commum aos dous núme- 
ros, estes serão primos entre si. 

Ck)ROLLARio 2.^ Na mesma supposição do corollario anterior, para que 
um dos números seja divisível pelo outro, é necessário e sufficiente que se 
encontrem no primeiro numero todos. os factores primos do segundo, tendo 
alli cada um^ d*elles um expoente igual ou maior que o expoente d' esse 
mesmo factor no segundo numero. 



CAPITDIX) X 



Menor múltiplo eominiiiii 

I. Diz^te que um numero i múltiplo eommum d' outros numeroi, quando 
o primeiro numero é múltiplo de cada um d' estes. Assim 12 é múltiplo 
eommum dos números 2, 3 e 6. 

II. Ao menor ào% múltiplos conununs de ^aesquer números dumiA-st 
menor múltiplo eommum d'esses numeras^ eum^tior mmmro éítmisd fot 
Mes. 



Mk*i 



38. Problema. Daios dous mmuroSf dsíermiMr o seu msesimr imil- 
Uplo eommum. 

Procure-^ o maior divisor €0mmum éos dous mãêmefm; dkidmm 
doestes por -^íquelle maior divisor comm^mp t muliipli^e^e a 
pelo outro numero : o producto resultante será o >num$tfto frovssnada» ' 

Sejam A e B os números dados. Designando por a e 6 os quocientes 
respectivos que resultam de dividir A e B pelo seu maior divisor eommum 
D, teretnos 

AcsaD, e B=:&D. 

Por serem a e b primos entre si» aò é o seu menor múltiplo communoí 
(36» eorol.) ; e por tanto será aòD o menor múltiplo eommum de aD e 
6D, isto é» do A e B («). 

E» porque é abD=zAb = Ba» fica justiBcada a regra antecedente. 

CoROLLARio. Q múltiplo eommum de dous números é também muUiph 
do menor múltiplo eommum d*esses números. 

Seja P múltiplo eommum de A e B. Chamando p o quociente da di- 



(*) Sejam n en' dous números qaaesquer, e N o seu menor múltiplo commnm : 
será Nm o menor múltiplo eommum de tim e n'm. 

Com efiTeíto, se houvesse um numero M < Nm, que fosse divisível por nm e n'm, 
o quociente da divisão de M por m seria também divisivel per n e n^ (vej. a nota 
seguinte); o que não pode sacceder por aquelle quociente ser menor que N. 



YÍs9o de P por D, é claro que f será múltiplo commum de a e 6 (*) ; 
logo será (36, coroi.) p=^bq, e pD ou P=iDabq. Isto mostra que P é 
múltiplo do menor múltiplo Q9rni|i|yi|i9 flIflP 4* A e B. ■ 

« 
3i). Problema. Deíerminar o menor múltiplo eommum ^e ira ou 

tnais números. 

A resolução 4'este f>rob1eme Gunda-se no princípio seguinte : na inda-* 
gaçào do menor múltiplo commum de quaesquer números podemos substi^ 
tuir dous doestes pelo seu menor múltiplo commum : o qual principio se 
4eil(%psitr^, fose^do con^eraçõe^ 8Ín;iilhaq(tea te que empregámos em o 
n.** 31» para demonstrar um principio análogo ao precedente. • ' 

P4Wita 4495 f^M determinar « menor múltiplo .commum de queésquer 
PMWr#3# $ub^uiren^Qs doits d* Mes pelo seu menor. wudl^o tommumf 
proc^ersi^Qs do missmo moio com os numera rêssãtmá^f ê assim por dMMS^ 
àté qu0 ó$ í^meros sejam só dous: o menor múltiplo cQmmum d* estes sítrá 
também o dfis números dados. 



(«) Por sor P ^ivisivel p^r.ii, <i,P^Àq; k>go {%Ç, sçh^. III) 
dedui que p é divisível por a. 

B do mesmo modo se veria que p é t^;nbem divisível por b. 



p=^(m : donde se- 



• » 
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CAPITULO XI 



CoiiiposIçAo dos divisores eomnians 
e do meuor muitipio eominain 



40. Problema. PropoUos quaesquer numeras, determinar o uu maior 
divisor commum. 

Deeomponham^se em factores primos os números dados; aproteitem'4ê 
os factores que forem communs a todos os números, e dé^^e a cada um 
d*elles um expoente igual ao menor com que esse factor entrar nos numeras 
dados: o numero resultante será o maior divisor commum procurado. 

Supponhamos que os niimeros propostos eram 36, 60 e 84. 

Decompondo-os em factores primos, acha-se 

36 = 2«x3«, 60-2«x3x6, 84 = 2«x3x7; 

e o seu maior divisor commum será 2^x 3. 

O numero assim formado é evidentemente divisor commum dos nú- 
meros dados. Resta por tanto somente demonstrar que estes números 
ndo podem ser divisiveis por outro numero maior. E na verdade assim é, 
porquanto os números dados não podem ser divisiveis por outro qualquer 
numero em que entre algum factor primo diíferente de 2 e de 3, oa em 
que entre algum d'estes factores com expoente superior ao que alH se lhe 
deu (37, corol. 2.°). 't 

41. Problbma. Achar o menor múltiplo commum de quaesquer nu- 
meros dados. 

Decomponham^se em' factores primos os números dados; aproveitem'^e 
todos os àifferentes factores primos, e dé-se a cada um d'ell€s um ex^ 
poente igual ao maior com que esse factor entrar em os números pro^ 
postos: o numero resultante será o menor múltiplo commum procurado. 

Suppondo que os números dados eram os mesmos do numero anterior» 
será 2^x 3^x 5 x 7 o seu menor múltiplo commum. 

£ evidente que este numero é divisivel por cada um dos números dados. 
Resta por tanto comente demonstrar que não pode haver outro numero 
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menor que seja diTisWel por aquelles números ; o que se consegue, faiendo 
considerações análogas ás do numero antecedente, tendo em vista o corol- 
lario do n.° 36 e o 2." do n> 37. 

42. Problema, haàoi dous ou mais numeroi, determinar todos os 
seus divisores communs. 

Qualquer ihvisor commum dos números propostos é também dirisor do 
maior divisor commum dos mesmos números; e reciprocamente» os divi- 
sores do maior divisor commum s9o também divisores c6mitiuns dos nú- 
meros dados: e por tanto o problema proposto equivale a procurar todos 
os divisores do maior divisor commum dos números dados. Para isso, dls^ 
componha^se o maior divisor commUm em factores primos; eserevam^se 
seguidamente todas as potencias do menor d'aqueUes factores, desde a 
unidade até á potencia designada pelo expoente com que esse factor- en^ 
irar no maior divisor commum; proceda^se do mesmo modo a respeito 
do segundo factor, e multipliquem-se todos os termos resultantes do pri-^ 
meiro factor pelos provenientes do segundo (») ; 05 termos resultantes muU 
tipliquem-se pelos que provierem do terceiro faclon, segundo o processo que 
já indicámos; e assim se continue até empregar os termos relativos aoulr 
timo factor primo: os números resultantes serào todos os divisores com- 
muns procurados. 

Supponhamos que os números dados eram taes, que o seu maior divisor 
commum era representado por 2^x 3^x 5 x 7 x 11^: formando os termos 
correspondentes ao primeiro e ao segundo factor, acharemos 

1 2 2* 23 

e 13 Sy 

Âbstrahindo da unidade, os termos da primeira linha representam todos 
oa divisores procurados» em que ndo entra nenhum dos factores primos 3» 
B,7ell. 

E^ se quizermos determinar todos os divisores procurados que s9o in- 
dependentes dos factores, 5, 7 e 11, bastará formar os productos de todos 
os termos da primeira linha pelos termos da segunda; o que se reconhece 



(•) Esta maltiplicaçio fai-se como se entre os diversos termos resultantes de 
cada factor primo eiistisse o signal ^ (vej. o sch. do n.*" tQ). 
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faeilmente, esereveiido os termo» 4'aqitfèHas doas linba» peia toma se* 
gbÍBte 

1 (2, 2», a») 

i (3, 8*), 

é notaectò que os tetinos resullanie» da multipKcáçlo eNm os qws m se- 
gdéln 

1, (â,l«,28), (3,3S), (2,21,23)3, (2, 2«, 2>)3*. 

Âgoráy procedendo com estes termos e com os correspondentes ao factor 
S como acabamos de practicàr com os termos relatifos a 2 e a 3^ acha*^ 
renfos que os termos resuUàntes sio todos 0s /divisores procurados etti que 
nio entra nenhum dos factores primos 7 e i 1 ; depois aofaareinos os Am^ 
toires em que só falta o factor f»rimo II : e finalmente, empregando os 
termos relativos a 1 1 , encontraremos os divisof es em que nSa ialta no^ 
nbum dos factores primos; é por consequência seriam esses todos os divi- 
sores procurados. 
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CAPITULO XII 



Caraetereirt da divisibilidade 



43^ IrttÉòRBUiA. O ré9tè que pto^éfh da dMsào dê um numero pw $ 
é o mesmo que se obtém, dividindo por 2 o algarismo das unidades d*€u$ 
nninero. 

Dividindo a unidade^ deí& e as dtv^sas potencias de dez por fi, fdt^ 
dlà^^Sé o quadro seguinte : * 

1 10 10^ 10^ , dividendos 

1 O O O , restos. 
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Paito isiQt fwsidertnda por exemplo o miintro 6789» terefnos 

6789=9 -\- 80 + 700 + 6000^1 x 9 + 10 x 8 + 10«x 7 + IO«x 6; 

d^onde resulta que se pode considerar aquelle numero como representando 
a somíiML de trinta parcellaa, das quaes s9o 9 iguaes (cada uma) a 1, 
8 iguaes a 10» 7 iguaes a 10^ e 6 iguaes a 10^. Substituindo pois. cada 
uma doestas parcellas ^elo resto que lhe corresponde» vé-se (16) que o 
numero proposto, sendo dividido por 2, dará um resto igual ao que provém 
de dividir por 2 o numero 

1 X 9+0x8+0x7+0x6=9; 



QOM se pretendia demonstrar. 

CoROLLARio. Para que um numero seja divisivel por 2 é necessário e 
suGBciente que termine á direita em ^ero ou em algarismo par; pois cha- 
mam-se parei os números ^ue sdo divisiveis por 2, e impares todos os 
outros. 

ScHOLio. Também poderemos decompor o numero dado pela seguinte 
forma 

6789=9+6780=9+10x678; 

d'onde se conclue pelo mesmo processo a regra enunciada (16, corol, 3.^). 
Mas a primeira decomposição que empregámos tem a vantagem de ser igual- 
mente applicavel, caso que se tracte de outro qualquer divisor, como se verá 
nos números seguiotes. 

44. Theorbma. o reslo da divisão de um numero por 5 i igual ao 
testo que se oblem^ dividindo por S a somma dos algwrismqs d* aquelle nu-- 
mero. 

Por meio da divis&o achamos 



1 10 i(fl 10' , dividendos 

1 1 1 !..•«.•, ri^tos. 



/ 
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Considerando agora o mesmo numero que serviu na demonstração do 
theorema antecedente, teremos r 

6789=1 x9+10x8+IO«x7+10'x6; 

e fazendo a substituiçlto de 1, 10, 10^,. . . pelos restos correspondentes^ 
conclue-se que são iguaes os restos qiie provera de dividir por 3 o namero 
proposto e o seguinte 

1x9+1x8+1x7 + 1x6=9+8+7+6. 

45. Theorema. O resto da divisão de um numero por 4 é o mesmo 
que se obtém, dividindo por 4 o numero que representa a somma do ai- 
garismo das unidades com o dobro do algarismo das dezenas do numefo 
proposto. 

Temos ' - , 

1 10 10* 10^ , dividendos ' 



>i' 



1 2 O O . . . . r. , restos. 

E por tanto, fazendo as substituições que jâ por vezes temos indicado» 
acharemos que o numero 6789, seudo dividido por 4, dá um resto igual 
ao que provém de dividir por 4 o numero 

1x9 + 2x8 + 0x7 + X 6=1 X 9 + 2x8, 

como se tinha dito. 

ScHOLio. Também podemos decompor o numero proposto por qualquer 
das formas seguintes: 

6789=1x9+ 10x8 + 10«x67, 

ou 6789=89 + 102x67; 
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d^onde se dedui pelo mesmo processo a regra já enunciada, ou a seguinte 
(16. corol. 3.*) O resto qtu provém da divisão de um numero por 31^ 
é o mesmo que se obtefh, dividindo por ^ o numero representado pelos 
dous uitimos algarismos, á direita, d' esse numero (89 no exemplo anterior). 

46. Theorema. Qs restos que provém de dividir por 6 um numero 
qualquer e o algarismo das unidades d' esse numero sàó iguaes. 

Demonstra-se como o tbeorema do n.^ 43. 

CoROLLARio. D'aqui segue*se que um numero é divisivelpor S , quando 
termina em O ou em 5. 

47. Tbeorbvi. Um numero i divisivel por 6, quando for conjuncta^ 
mente divisivel por 2 e por 5. 

Resulta dos n.""' 16, corol. 2.\ e 36 corol. (*). 

48. Thborbma. Querendo conhecer o resto da divisão de um numero 
por 7, divida-se o numero em classes de três letras, começando da direita 
para a esquerda; multipliquem-se os differentes algarismos de cada classe, 
o primeiro por 1, o segundo. por 5, e o terceiro por 2: sommem-se em 
êeparado os differentes productos, assim formados, relativos cís classes im- 
pares (i/ 5.* 5.*. . . •) « of relativos ás classes pares (â.* 4.*. . . .); e /í- 
nalmente divida-se por 7 o numero que representar a differença enire 
aquelloê duarson^mas: o resto d* esta divisão será também o resto procu- 
rado, por defeito ou por excesso, conforme a somma relativa ás classes 



(*). Querendo determinar o resto da divisão de um numero por 6, multipliquem^se 
por, 2 todos os algaritmoê do numero proposto, excepto o algarismo das unida- 
des; forme- se a éomma d*aqueHes productos ; ache-se a differença entre esta som-- 
ma e o algarismo das unidades do numero dado ; e finalmente divida-se por 6 a 
differença resultante : o resto da divisão será também o resto procurado, por de-' 
feiio ou por hxeesso, segundo for aquella somma menor ou maior que o algarismo 
das unidades do numero proposto. 

Esta regra resulta do quadro seguinte, onde os números fechados em parenthesis 
designam restos por excesso (vej. a nota seguinte) 

1 10 . 10^ 13» , dividendos 

1 (2) (2) (8) restos, 



I 



I 



t 

twjMfé» for mak^ m$ menor da que m mmma cenêtpmkimH é» elafin 
pare$^ 

Pela divisio adia«08 o seguinte quadro : 

f 10 10« 103 fO^ 10» 10* dividendos 



« 



13 2 6 4 6 1 rwto*; 

que pode com vantagem (*) ser substituído pelo seguinte: 

1 10 10> 10* 10« iO« 10* ,dÍTÍdenáos 

1 3 2 (1) (3) (2) 1 ,rMtot 

onde os mimeros fechados era parentHesis indicam restos pèr «seessow 
D^onde e do n.® 16 resalta a regra enanciáda. 

49. Theoreva. o resto da difriião de um numero por 8 é o meeme 
resto que se encontra, dividindo por 8 o numero que repreeenm a eemsmm 
do algarismo das unidades eom o dobro do algarismo das dessenoá o eooi^ 
o quádruplo do allgarismo das centenas doesse numero. 

Este tbeorema deduz-se» sem maior diCBculdade» do quadro aeguint» 

1 10 10^ 10^... dividendos 
1.2 4 O . . • • restos 

ScHOLio L Também poderemos decompor o numero proposto em doas 
parcellas somente, uma das quaes represente milhares; e d'ahi se con- 
clue que o resto qu^e provém da divisão de um numero por 2^ 4 O 
mesmo resto que se encontra, quando se divide por S^ o numero represen^ 
tado pelos três últimos algarismos, á direita, do numero dado. 

Sgholio II. Os processos que dêmos para determinar os restos que 
provém da divisão de um numero por 2, 2^, 2^ e 5 (**] estfio compre- 

(*) Sempre que os restos por defeito são maiores que os restos por excesso, é 
conveniente substituir os primeiros por estes últimos. 

(*«) N."»* 43 e 45 sch., 46, 49 sob. I. 
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hendidos numa regra mais geral» que se enuncia do modo seguinte: o 
re$to da divisão de qualquer numero por 2^ ou 5^ é o mesmo que se obtém, 
dividindo respectivamente por S* ou S^ o numero representado pelos úl- 
timos i algarismos, á direita, do numero proposto. 

Decomponhamos o numero proposto em duas parcellas, uma das quaes 
seja o numero representado pelos últimos t algarismos, â direita, d'aquelle 
numero. Á outra parcella, por terminar em t zeros, será divisivel por 
10^=2* X 5*, e em consequência por 2* e 5*: d'onde se deduz a verdade 
da regfa precedente (16, corol. S.""). 

50. Thgoreva. o resto da divisão de um numero por 9 é o mesmo 
que se eneontra^ dividindo por 9 a somma dos algarismos do numero dado. 
Demonstra-sé como o theorema do n.^ 44. 

61. Theorema. Um numero será divisivel por 10, quando for con^ 
junetamente divisivel por 2 e por 5, e por tanlo^ quando terminar em 
xero (*). (Vej. o n.* 37). 

52. Theorema. Querendo determinar o resto da divisão de um nu- 
mero por /^, eonsidere-se esse numero dividido em classes de uma letra; 
forme-se a somma dos algarismos das classes impares e a das classes 
pares: subtraha^se uma da outra, e divida-se por 11a differença resul- 
tante: o testo da divisão será também o resto procurado, por defeito ou 
por excesso, conforme a primeira somma for maior ou menor que a se^ 
gunda. 

Este theorema demonstra<-êe como o do n.^ 48, tendo presente o se^ 
guinte quadro: 

1 10 10« 103 10^.... dividendos 

1 (1) 1 (1) I . . . . restos. 



(*) O mesmo algarismo que representa as unidades de um numero qualquer 
designa também o resto que provém da divisão d'esse numero por 10. 
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CAPITULO Xffl 



Prova 



I. Prova de uma operação é uma nova operação pela qual verifieamat 
a exactidão do resultado da primeira. 

II. A prova diz-se real, quando, sendo bem feila^ mostra neee$$aría' 
meníe o erro, se o ha, da operação primitiva; pois» como veremos eín 
breve, nem todas as provas denunciam sempre o erro das operaçSes res- 
pectivas. 



63. Problema. Suppondojá feita qualquer das operações mencionadai 
nos eapitulos II a Vil, verificar a exactidão do seu resultado^ 

Provas reaofl 

Somma. Proceda^se com as parcellas como $e pretendêssemos sommalHU 
de novo, começando pelas suas unidades de ordem mais elevada (*)v «t li 
medida que se forem formando as sommas dos algarismos de cada colúmna 
vertical (vej. n.* 4), subtraham-se da parte correspondente da somma 
primitiva : se o resultado final for zerOf a operação está cçrta. « 

No exemplo immediato vè-se o modo de dispor a operac&o. 

3788 / 

529 
7675 
2849 



14821 
2230. 



Formando a somma das unidades, d^ordem mais elevada, das parcellas, 



(*) Se, na operação primitiva, sommámos as columnas de cima para baixo, na 
prova sommal-as-hemos de baixo para cima. 



achou-se -aquella somma igual a 12; e» subtrahindo-a da parte, 14, que 
lhe corresponde na somma primitiva, resultou o resto 2, que se escreveu 
debaixo do algarismo 4 d'esta ultima somma. Por tanto, se a primeira 
somma estiver exacta, a somma das differentes unidades das parcéllas, 
até ás centenas inclusivamente, deve ser igual a 2821. 

A somma das centenas contidas nas parcéllas perfaz '26, e, subtrahin- 
do-as de 28, contidas na^ somma precedente, acha-se o resto 2, que se es- 
creveu debaixo do algarismo 8 da somma primitiva. 
. Á columna das dezenas corresponde o resto 3 ; e finalmente á columna das 
unidades corresponde O : d onde se pode concluir que a somma está exacta. 

Subtracção. Somme-se o diminuidor com o restOp e o restUlado deverá 
êer iguiU ao diminuendo. 



[ultíplicação. Divida -86 o producto por um dos factores, o quociente 
será o outro factor^ e o resto da divisão será zero, se a operação primi- 
tiva estiver exacta. 

Divisão. Mulliplique-se o divisor pelo quociente, e ao producto jun- 
ete^se o resto da divisão; o resultado deverá ser igual ao dividendo .(*)• 

Elevação a potencias* Gomo esta operação se faz por meio da mui* 
tiplicação, a prova d'esta ultima serve também para verificar aquella ope^ 
ração (*#). ' 

Extracção de raizes. Eleve-se a raix achada a uma potencia designada 
pelo Índice da raiz que se extrahiu, e ao resultado juncte-^e o resto da 
operação: o numero resultante deverá ser igual ao numero proposto, a 
que se extrahiu a raiz (***). 

(*) O numero que representa o resto deve ser menor que o divisor. 

(•*) Também poderemos verificar a operação, extrahindo á potencia formada 
uma raiz cujo indiee stja igual ao grau da potencia, e examinando depois se 
a raiz assim achada é igual ao numero dado, cuja potencia se formou. 

Mas, por a eitracção de raizes ser uma operação trabalhosa, é preferi vel fazer 
a veriácação pelo processo que acinla iudicámos. 

{••«) É preciso verificar também o resto da operação, que não deverá exceder 
a 2a, no caso de raiz quadrada, nem a 3a (a + 1) no caso de raiz cubica, sendo a 
o numero achado para representar a raiz (21 e 22, corol. 2«*'). 



Provas por 9 o por U 

JSomBiii. Determii^etn-se os raios que provém da ikisão dê eada uma 
das parcellaspor 9 (nu** 80) e sommem^se : o resto da dit^isão d'êsta semnM 
por 9 dextra ser igual ao resto que provém da ditisão da somma dada 
por aquslle tneémo divisor. . 

Este processo não é mais do que uma applicaç|ío do principio ào n.^ 16. 

Síe quÍE.essenvo6 «BipiFegar o divisor II em logar de 9» procederíamos 
de um modo análogo ; e o mesmo se subentenderá no que vamos dizer 
a respeito das outras operações. 

Subtracção. A verificação d' esta operação funda^e também no prind» 
pio do n.^ 16, tendo presente que o diminuendo é a somma do dimí- 
iiutdor e do r^to. 

Hultiplicação. Applica-se o principio do n.^ ^7 (*). 

iDívÍB&o. A prova d'esta operação funda-se nos principias dos n.^ é6 
e é^f «tendo em vista que o dividendo é a somma de duas parcellas, uma das 
quaes representa o producto do divisor pelo quociente, e a outra é o 
fesko da divis&o. 

Elevação a potencias. Determine-se o resto correspondente 4 diviêào 
da raiz dada por 9 ; eleve-se aquelle resto á mesma potencia a que se eh'- 
OMi a raàZf ^sdettrmin&se o resto correspondente a esta potencia: o rsstOf 
assim achado, será igual ao resto da divisão, por 9, da potencia que sê 
pretendia wrifiear. ' 

Este processo funda-se também no theorema do n.** i7 e na defifii(íÍQ 
de potencia. ** 

Extracção de raises. A respeito do modo de verificar esta operação 

(*) O erro de um p/oducio provém d*outro erro commettido na forpaação d'algam 
dos productos parciaes, de cuja somma resulta o producto total, ou Qfi addíçio 
doestes productos; e por isso, tendo reconhecido pela prova que o resultado da 
multiplicação não «stá exacto, poderemos verificar por meio da propin ciida uma 
d'aquellas differentes operações parciaes, a fim de descobrir a que está errada ; 
o que é mais simples do que repetir novamente a operação toda. 
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?eja-8e o coroll. da def. 11 do cap. VII* e o que acabamos de dizer á cerca 
das pro?as da somma e da elevaç&o a potencias. 

ScHOLio L Pode o resultado d'uma operaç&o estar errado, e todavia 
a pro?a dos 9 nSo denunciar o erra: isto acontecerá, por exemplo, em 
qualquer das três primeiras operações fundamentaes, quando o erro do 
resultado, por excesso ou por defeito, for igual a 9 ou a um múltiplo de 9 
(cap.V, II cor. 4.^). 

£ o mesmo, acontecerá com o divisor 11. 

ScHOLio II. O emprego das provas por 9 e por 11 funda-se na ex- 
trema facilidade com que se determina o resto da divisão de um numero 
por cada um d aquelles divisores, especialmente pelo primeiro. 

NSo obstante haver outros divisores -(por ex., 2 e 5), para os quaes a 
determinação do resto pode fazer-se com a mesma ou ainda com maior 
facilidade (vej. cap. XII); todavja, para o fim que temos em vista, nenhum 
d'elles é preferivel a qualquer dos dous que indicámos, antes pelo con- 
trario (Vej. o sch. anterior). 



SEGUNDA SECÇÃO 



DOS NÚMEROS FRACCIONARIOS 



CAPITULO I 



MoçOes geraes — Sy^iema de nameraçfte 



54. Coosideren-se quaesquer grandezas da mesma espécie, taes como» 
diversas distancias, diflíerentes porções de tempo, etc, etc. ; logo ^se vé 
quQ« differindo entre si estas grandezoi por serem umas maiorei que as 
outras, se faz mister adoptar algum artiãcio apropriado para as repre- 
seiUv distisctameate conforme o que já se practicou com as quantidades. 

Para este 6m as grandezas tém sido assimilhadas ás quantidades, pelo 
processo que vamos indicar. 

Entre as grandezas da mesma espécie escolhe-se uma para servir de 
termo de comparação ás outras; áquella cbama-se unidade (*), e repre- 
sentam^se estas, indicando de quantas unidades e partes aliquotas (**) da 
unidade se compõe cada uma d'ellas. 



(») Na obra de M. Couruot, já por vezes citada, diz este auctor: Dans cette 
application des nombres à la mesure des grandeurs continues, le terme d'unité 
prend évidemmenl une acception autre que celle qu'il avaít en arithmétique puré 
— quer dizer, dífTerente da que lhe attribuimos na 1.* secção, como se reconhece, 
attendendo a que a unidade, no sentido em que alli a empregámos, era synonimo 
do termo individuo considerado etymologicamente. 

Por este motivo, para distinguir uma da outra, chama-se natural i primeira 
umd::de (n.*^ 2j, e arbitraria á segunda. 

(••) \}ma grandeza diz-^se submultiplice ou parie aA'^tfotod*outra, quando a pri' 
meifa, repelida numero exacto de vezes, perfaz a segunda. 
E 
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A expressão assim formada das grandezas também se chama ntima- 
ro («). E este diz-se, fracção ou quebrado^ quando a grandeza é menor 
que a unidade («*); inteiro^ se a grandeza consta de partes iguaes» cada 
uma d'ellas, á unidade ; e fraccionario. se a grandeza consta de partes 
ignaes 6 unidade e de mais uma parte menor que a unidade. 

Medir uma grandeza é determinar o numero qne a exprime: e esta de- 
terminação pode também fazer-se directa Ou indirectamente (vej. n.* 3) (*«•). 

65. fluebrados. Supponhamos que é uma linha recta a grandeia 
que se pretende medir. Sejam G esta linha e U a unidade respectiva. 
Ndo podendo comparar directamente a grandeza com a UDÍãade, 

empregaremos p 

uma unidade i a i 

auxiliar u, e u 

indagaremos ^ 

quantas vezes * * ^ ^ * 

esta unidade cabe na unidade primitiva, e na grandeza proposta. Sup- 
pondo, como o indica a figura, que a unidade auxiliar cabia 6 vezes na uni- 

3 

dade primitiva e 3 vezes na grandeza^ esta será representada pela fracçllo -j?-. 

O numero 5 que alli se vé chama-se denominador do quebrado» e 
designa quantas vezes a unidade auxiliar cabe na unidade primitiva. 

O numero 3 é o numerador do quebrado, e denota quantas vezes a. 
unidade auxiliar cabe na grandeza. 

Um e outro cbamam-se também termos do quebrado. 

O primeiro termo, 5, d6-nos idéa da unidade^auxiliar ; e depois o se- 
gundo faz conhecer a grandeza. 

{•) et comme il est utile dans les sciences de généraliser le plus possí- 

ble, c*est-à-dire de renfermer le plus grand nombre possíble d*idées partículières 
80US une mème dénominatioo, on a donné de rexlension à la signiflcation des moU 
nombre et . . . 

Êlémentê de Caleul infinitesimal par M. Duhamel, deuxième édilioD. 

(•*) Aqui suppõe-se lambem que a grandeza proposta é tal, que algum submuL 
Upliee da unidade primitiva cabe nella um numero exacto de vezes; o que nem 
sempre succede, como se verá na seguinte secçiio. 

(*«•) D'aqui em diante, quando dissermos qne é dada ou se pede uma grandeza, 
deverá entender-se que édado ou se pretende conhecer o numero que a exprime. 
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Idêntica interpretação daremos a quaesquer outros quebrados^ taes 

7 5 
como — , — , ... e aos seus respectivos termos. 

EnuÃcia*$e uma fracção, lendo o numerador e em seguida o denomi^ 

7 
fiador aeereseenlandO'lhe a denominação avos : assim — lé-se sete de-- 

16 
5' 
zêteis ÚvoSp — lé-se cinco vinte e quatro avos da toeza, etc. 

Exceptuam-se da regra precedente: 1.^ as fracções que tém por deno- 
minador um numero dií];íto: 2.^ as que tém por denominador dez ou 
uma potencia de dez. Enunriam-se umas e outras, lendo o numerador e 
accrescentando-lhe depois a denominação meios, terços, quartos (*), etc, se 
o denominador for 2, 3, 4, . . . ., ou a denominação de decimas, cente^ • 
simas, millesimas, etc, se o denominador é 10, 100, 1000, etc. 

Se a grandeza constar de partes iguaes á unidade e de mais uma 
parte menor que a unidade, represental-a-hemos, indicando separada- 

mente o numero inteiro è a fracção correspondente : assim 7' — , que se 

enuncia sete toezas e cinco sextos^ representa uma grandeza composta de 
7 partes iguaes, cada uma d'ellas, á toeza, e de. mais cinco partes iguaes, 
também cada uma, á sexta parte d'aqueila unidade. 

56. Complexos. Devendo a unidade auxiliar, segundo os principios 
do numero antecedente, ser parte aliquota da unidade primitiva e da 
grandeza proposta, é evidente que ella ha de variar com a grandeza 
que se pretender medir ;^ o que tornava impossível empregar denomina- 
ções particulares para representar as differentes unidades auxiliares (o nu- 
mero das quaes era indeRnido), e ao mesmo tempo difficultava considera- 



(•) Os quebrados de que geralmente se faz uso nas applicações mais vulgarei 
são *os que tém por denominador algum numero digito ; ora, percorrendo as dif-« 
ferentes denominações relatifas a estes quebrados, enconlra-se entre ellas a de*- 
nominação oitavos, correspondente ao caso de ser 8 o denominador, e que se 
forma muito simplesmente pela reunião do termo oito com a denominação avos: 
e esta consideração parece ter dado origem á maneira geral de ler os quebrados 
que tèm por debominador qualquer numero composto. 
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velmente a determiaaçUo directa da unidade auxiliar correspondentf a 
qualquer grandeza proposta. 

Nas applicações mais tulgarts, a Boi de evitar o inconveniente que 
fica mencionado, adopta-se uma parte aliquota designada da unidade 
primitiva, i qual le d6 uma denominação particular, para servir de uni- 
dade auxiliar na medição das grandezas menores que a unidade primi- 
tiva. E, para medir as grandezas menores que a unidade auxiliar, ado^ 
pta-se outra nova unidade auxiliar, que é parte aliquota da primeira* e 
á qual se dá também yma denominação particular. E assim por diwte at^ 
que a ultima unidade auxiliar seja tão pequena, que se possam desprexar» 
as grandezas menores do que ella. 

Tal é a origem dos números complexos, de que temos um e^empío^Qm 

cinco to€za$, tre$ péi, dtioi pollegadoi $ íre$ lin/m 
ou St 3» 2P01- 31 

57. il*i*«eçOe« deelvmea («). Quando as diffedenteg ipnidadai 
auxiliares provém da divisão e subdivisão da unidade primitiva em dez 
partes iguaes, os numeroa complexos tranaformam-pse em 4ete}ii|aea; ip 
quaes se léem e se representam pelo modo particular que vamos indicar. 

Neste systema cfaama-sa decima á primeira u.RÍdad^ ai||[itiiyr; cmtê^ 
9Íma á segunda ; mt7/e|tma á terceira ; etc, etc. 

Estas diíferentes unidades são sempre representadas por nmpieroa 4i« 
gitos, os quaes se escrevem seguidamente, 6 direita das unidades primi* 
tivas, collocando em primeiro legar o algarismo das decíioas, depoia o 
das centésimas, e assim por diante; pondo uma virgula i direita daa uni- 
dades primitivas a fim de distinguir o algarismo que as representa. Asaioi 
2^345 significa 2 toezas^ 3 decimais 4 centésimas e 6 millesimas da toeza, 
ou 2 toezas e 345 millesimas; e 0,0037 representa 9 millesimas e 7 4f- 
dmas-milUsimas, ou 37 deeimas-miUesimas da unidade primílÂifa que aqui 
se não designa (**)• 



(*) Quando um quebrado não eslá escripto segundo oa principias 4q n** 55» 
para o designar emprega-se de pr^fereo^ia o termo fraopão, 

(««) No antigo systema de pesos e medidas, pelo qual as díRerenteS; grandezas 
erara expressas por números complexos, não havia regularidade alguma na na. 
neira de dividir e subdividir a unidade primitiva para formyar a$ differentçp iini- 
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CAPITULO U 

t 

' Slmpllfleaçfto dos quebrados 
Sua redaeçAo ao meomo denominador 

I. Smpfifiear um quebrado i transf&nnaí'^ naútrOf equivalente ao 
primeiro è que tenha o$ termoe mati simples. 

II. Reduzir dous ou mais quebrados ao mesmo denominador i iram-' 
form(ú'OS noutros quebrúdos, respectivamente equivalentes aos primeiros 
e que tenham todoè por denominador o mesmo numero. 



'68. LmniA. Se mtUtipliearmos o numerador d'um quebrado por qual^ 
quer numero tnleíro (conservando invariável ò denominador) o quebrado 
resultante será tantas vezes maior quê o primitivo, quantas forem as uni- 
éãdeê do numera, por que se multiplicou. 

Ê uma consequência immediata das noções que dêmos de numerador e 
denominador. 

CoBOLLABío. Se dividirmos o numerador por um numero (que seja 
divisor d'elle) o quebrado ficará tantas vezes menor, quantoM forem às 
unidades d'esse divisor. 

69. Lbmma. Se multiplicar mos o denominador d' um quebrado por qual- 
quer numero inteiro [conservando constante o numerador) o quebradh re- 



dades auxiliares; o que difiBcaltafa consideravelmente, sem razão plausivel, a 
noção d*aquelle systema. 

Convinha por isso modifical-o, tornando-o regalar, isto i, dividindo a unidade 
primitiva, qualquer que ella fosse, sempre ao mesmo numero de parles iguaes para 
formar com uma d*ellas a primeira unidade aoiiliar: subdividindo depois esta 
unidade em outras tantas partes iguaes para formar a segunda unidade auiiliar, e 
assim por diante: e, para qoe as operações se tornassem mais simples, era conve- 
niente que a djvisâa e aubdivisão da unidade primitiva se fizesse constantemente em 
des partet iguaes; porque nesse caso os números cumplezos transformavam -se em 
decimaes, cujo calculo é incomparavelmente mais simples. Actualmente o systema 
legal de pezos e medidas satisfaz a estás condições; d'onde e de ser o metro a sua 
anidada fundamental lhe tem a denominação de êyêtema métrico teeêiMl. 
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siUiante iserá tantas veza menor que o primitivo f qfAaniai forem a$ uni-* 
dades do numero, por que se multiplicou» 

3 3 

O quebrado —^ é duas vezes menor que -^ ; por quanto, sendo o nu- 
mero das unidades auxiliares (representado pelos numeradores) ó mesmo 
nos dous quebrados, é a unidade auxiliar doprimeiro quebrado duas vezes 
menor que a do segundo. 

GoROLLARio I. Se dividirmos o denominador por um numero (que 
seja divisor d'elle) o quebrado virá tantas vezes maior, quantas forem as 
unidades d'esse divisor. 

CoROLLAHio II. Um quebrado não se altera, quando os setÀS dous ter' 
mos se multiplicam nem quando se dividem pelo mesmo numero. 

60. Lrmma. Se duas grandezas homogéneas estiverem representadas por 
fracções iguaes, referidas a unidades primitivas di ff er entes; uma d' essas 
grandezas será tantas vezes maior que a outra, quantas vezfs a unidade 
respectiva áquella grandeza for maior que a outra unidade. 

Veja-se a demonstração do n.^ 69. 

GoROLLAHio. Tendo um quebrado referido a uma unidade primititfà 
qualquer, e pretendendo referil-o a outra unidade menor ou maior, mui-' 
tiplique^se respectivamente o numerador ou o denominador do. quebrado 
pelo numero que indicar quantas vezes a nova unidade é menor ou maior 
que a primeira. 

61 . Lemma. Quebrado, cujos termos são primos entre si, não pode sim^ 
plificar-^e. N 

Sejam primos entre si os termos do quebrado — , e represente jr outro 
quebrado equivalente ao primeiro. " ^ 

Teremos 

N n , ,^^ ,,, Nd Dn ^r, ^ 

rr == ^f logo (59, cor. II) -— = 7—, O por tanto N(l=Dii. 
Do • ^ ^ Da Da 

Ora Nd é divisivel por d, por tanto tombem Dn será divisível por d; e, 
como este numero é primo a respeito de n, será (36) D divisivel por d, 
ou D=md. 

Sendo Nd==Dn e D=md, será também N==mn. 

Temos pois N=mn e l)=^md ; o que demonstra a verdade da proposição. 
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CoROLLARio. Se um quebrado for equivalente a ouiro^ enjoe termoi eàú 
primoi entre si^ o$ termo» do primeiro quebrado eerão reêpectivamente 
equimultiploê doe termos correspondentes do segundo. 

62. Problema. Simplificar um quebrado. 

,Divida^$e cada um dos seus }ermot pelo maior divisor eommum dê 
ambos elles. ^ 

quebrado resultante é igual ao proposto (S9, corol. II), e os seus dous 
termos sâo primos entre si (30, cor. III) ; e, por tanto, aqtielle quebrqdo 6 
o que representa o proposto depois de simpliãcado o mais possível (61). 

63. PBOBtBMA. Beduzirdous ou mais quebrados ao mesmo denominador. 
1.^ Processo Multipliquem»se os dous termos de cada quebrado pelo ' 

produeto dos denominadores dos outros. 

Procedendo d'este modo, não alterámos o valor de cada quebrado : de* 
mais, os quebrados resultantes vêm todos com o mesmo denominador, que 
representa o produeto de todos os denominadores primitivos; e, portanto, 
fica assim resqlvido o problema (def. II). 

2.^ Processo. Determine-se o menor múltiplo eommum de todos os de^ 
nominadores, e esse numero será o denominador eommum dos quebrados: 
e, para obter o numerador correspondente a qualquer das fracções dadas, 
dividc^se aquelle denominador eommum pelo denominador da fracção re- 
speetiva e múUiplique-se o quociente pelo numerador. 

Divide-se o d.enominador eommum p^elo denominador primitivo de cada 
uma das fracções, *para conhecer quantas vezes aquelle denominador é maior 
que o primeiro; e multiplica-se depois o quociente pelo numerador da 
fracção para que o valor d'esta não fique alterado. 

ScHOLio. O 2.* processo conduz, em geral, a resultados mais simples 
do que o 1.^ 

Querendo, porém, reduzir os quebrados ao mais simples denominador 
eommum, empregaremos um dos seguintes methodos: 

1 •** Simplifiquem^se os quebrados propostos, e depois reduzam^-se ao 
mesmo denominador pelo 2.^ processo. 

Este methodo é uma consequência do eorollario do n.* 61, por quanto, 
devendo o denominador eommum dos quebrados (qualquer que elle seja) 
ser múltiplo dos denominadores dos quebrados propostos (depois de sim- 
plificados),- aquelle denominador eommum nunca poderia ser menor que o 
menor múltiplo eommum d'esses denofninadorep. 

2.*^ Heduzam-se os quebradoe ao mesmo denominador por qualquer 
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doê fMroee$$oi anteriore$, ê depois dividam-se o$ dou$ termo$ de cada um 
dos quebrados resultantes pelo maior divisor commum dos numeradores e 
do denominador commum d'eues quebrados. 

Este processo fuiida^^se em que •Se differentes quebrados tiverem o 
mesmo denominador^ e forem primos entre si o denominador e iodos os 
numeradores; os termos de outros quebrados que forem respectivamente 
iguaes aos primeiros e tiverem um denominador commum, seràw equémul'' 
tiplos dos termos correspondentes dos primeiros quebrados. 

Sejam os quebrados -r, — , — , e supponhamos que eram primos entre I 

d d d 

si os oumeros a, 6, c, d; se outros quebrados---, -— , •-- forem iguaes aos 

primeiros, os termos A, B, C, D serBo respectivamente equimultiplos dos 
termos a, b, e, d. 
Com effeito temos 



A_ a^ 
D *^ d' 

B _b^ 
I)~ d' 

C _ c 



logo vri^="r:i^ ® P^*" *®"^^ Ad=Da 



Ad 


Da 


Dd 


Dd' 


Bd 


Db 


Dd 


Dd 


Gd 


De 


Dd~ 


°Dd 



Bd=D6 



n Cd=Dc; 



e d'aqui se conclue que Da, D6 e De s9o divisiveis por df e como nenhum 
factor primo de d pode ser commum a a, 6 e c, segue-se qtfò D é divi- 
sivel por d («): d'onde se deduz a proposição enunciada (vej. n.® 61). 

(•) Suppondo, por exemplo^ que era ifsB2^x3, é claro que a, bee não poderão 
ser coDJuDctamente divisíveis por 2 (pois aliás a, b, c e d uào seriam primos entre 
si). Supponhamos pois que c não era divisível por 2: nesta hypotbese, dedus-se 
(36) da relação C<í«>Oc que O será divisível por 2''. Por um modo idêntico se 
mostrará que D é lambera divisível por 3; e em consequência (36, corol.) pelo 
producto 2*x 3 «=■ d. 



^ 
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CAPITULO III 



Operações sobre os quebrados 

I. Sommar duas ou mais grandezas homogéneas (pareellas) é achar o 
iodo (somma ou lotai) de que sào partes aquellas grandezas. 

II. Subirahir de uma grandeza (diminuendo) outra grandeza do meê^ 
mo género (diminuidor) é achar a grandeza (resto, excesso ou diffe^ 
rença) que seria necessário junclar ao diminuidor para que o resultado 
fosse igual ao diminuendo. 

III. Multiplicar uma grandeza (multiplicando) por outra grandeza ex- 
pressa numet^icamente, isto é, por um numero (multiplicador) i achar a 
grandeza (produclo) cuja medida em relação ao multiplicando, conside- 
rada como unidade, i expressa por aquelle numero («) {**). 

IV. Dividir uma grandeza (dividendo) por oiHra grandeza do mesmo 
género (divisor) é achar o numero que dá a medida do dividendo em 
relação ao divisor, considerado como unidade. 

E dividir uma grandeza (dividendo) por outra grandeza expressa nu- 
mericamenie, isto i, por um numero (divisor) i achar a grandeza (quo- 
ciente) que seria necessário adoptar como unidade para que a medida do 
dividendo fosse dada por aquelle numero {***) {****). 

(•) Resulta d'esta definição qae, chamando M multiplicandoí e suppondo, por 

2 2 2^ 

exemplo, qae era---o multiplicador, será M x -^ = -—-. 

(«*) CoDcebe-se o que seja a somma e a differença, independentemente da re- 
dacção das respectivas grandezas a numeres; mas a noção de producto já suppõe 
necessariamente que, pelo menos, o multiplicador tenha sido expresso numerica- 
mente. 

(•••) Estis doas definições (que são, apenas com difierença de linguagem, as 
mesmas qae se lêem a pag. 28 dos Prineipins mathematicos do sr. José Anastácio 
da Cunha) podem resumir-se numa só, dizendo que a di* isno é o proeetso pelo qual, 
sendo dados o producto de dous factores e um d'eiles, se determina o outro factor, 

A primeira definição do texto corresponde ao caso de serem dados o producto e 
o multiplicando ; ea segunda refere-se a serem dados o producto e o multiplicador. 

{'»*') Tractando de quantidades, podemos indiQereplemente refenr-nof a ellas o^ 
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i 

64. Problema. Sommar dous ou maiêquehradoi («]• 

Reduzam-êe o$ quebrados ao mesmo denominador, sommem^se o$ nti- 

mcradores restUlantes, e dé-se á somma o denominador eommum dos que* 

brados. 

Procuremos a somma dos quebrados -rr-, -z- e -— . ' 

3 5 7 

É evidente que nto poderemos sommal-os em quanto tiverem denomi- 
nadores diSerentes ; e» por isso, reduzindo-os ao mesmo denominador, o 
que lhes nSo altera o valor, acharemps 

2 4 6 70 84 90 
3^6 "^T'™105"^105"*",105' 

Posto isto, e attendendo ao que significa cada um dos termos de úm 
quebrado, fácil é ver que ser6 (**) 

70 84 90 70H-84-f-90 ' 



106 106 106 106 



1 

O que justiãca á regra. 

65. Problema. Achar a differença entre dous quebrados. 



aos respectivos números, porquê a qualquer quantidade sempre corresponde um 
numero. Mas já não succede o mesmo com as grandezas, as quaes ufim sempre 
podem ser expressas numericamente com çxactidâo. 

Foi por isso que (não obstante as grandezas, na sciencia de que tractâmos^ ha- 
verem de ser expressas numericamente) nas defínições anteriores nos referimos ás 
grandezas antes que aos números que as bâo de representar : a 6m de assegurarmos 
aos resultados das differentes operações uma exactidão theorica, que por outra forma 
mal se lhe poderia dar. 

(*) Suppõe-se que estes quebrados se referem todos á mesma unidade primitiva. 
E o mesmo se deve entender no problema do numero seguinte. 

(*•) Tendo reduzido os quebrados ao mesmo denominador, supponbamos queda- 



75 

Jtediixam-M os quAradoê ao mesmo denominador, ache^^ a differença 
dos numeradores restUtanles, e dé»se a esta differença o denominador eom^ 
mum dos quebrados. 

4 2 

Querendo achar a differença entre -^ e -^^ reduiiremos estes quebrados 

6 3 

: ao mesmo denominador, o que d6 rr- e -- : e depois teremos 

* 10 15 



12_10 12—10 
15 16"^ 15 • 

por quanto é evidente que este ultimo quebrado, sendo sommado com o 

10 12 

diminuidor — , produzirá o diroinuendo j^. 

66. Problema. Mvliiplicar um quebrado por outro. 
O produeto de dous quebrados forma^se^ muUiplicando''OS termo a ter* 
mo, isto é, numerador por numerador ^ e denominador por denominador. 

2 4 

Busquemos o produeto de -^ por — • 

4 2 

Segundo a definiçto III * o produeto ha de representar -^ de —. 

o o 

^ 1 ^ 2 , , . ^^, 2 4^2 ^ 2x4 

Ora — de — é (n.* 69) ^ — = ; e — de — será por tanto 5—;- : e, 
6 3^ 3x6 63 3x6 

2 4 2x4 

em consequência, será -j- x ~ «= 5 — r. 

3 5 3x6 



vamos uma denominação particular á unidade aaiiliar que lhes era commum, e seja 
e a inicial d*essa denominação : leremos 

70 84 90 70 -t- 84 + 90 

— - + — t — « 70«t84«+ 90* « (70 h- 84 + 90)«— ^ , 
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Sghouo. o nHiltiplicáfido e o producto reprcêeotam dnts grandaxis Ikh 
mogeneas e referidas à mesma unidade primitiva. 

67. Problema. Dividir um quehrado por outro (*). 
Obtém -ie o quociente da dixÂsào de um quehraào por oUiro^ mulêipli» 
condo o dividendo pela fracção que resulta díe inverter oê lermos ao divisar» 



2 4 2 5 



por quanto é evidente que o quebrado resultante d'esta multiplicação, sendo 

4 2 

multiplicado pelo divisor — » produzirá o dividendo — • 

o 3 

C!oROLLARio. Dividir uma fracção pelo quebrado — equhxde a multi- 
plicar aquetla fraeçàê pelo quebrado ^ reciproco do .primeif^ 

i 

68. ScHouo. Se algum dos dados nas operações precedentes for Da« 
mero inteiro, ainda serão applicaveis os processos que expoiemos, por 
quanto o inteiro pode representar-se sob a forma de um quebrado que tem 
por denominador um numero qualquer, e por numerador o producto doeste 
numero pelo inteiro dado* 

Na multiplicação e na divisão convirá suppor que o denominador é igual 
á unidade. 

Applicando d'este modo as regras precedentes* acharemos os aegoidtes 
resultados que pela sua applicaçáo frequente convém saber de cóf : 

1.^ Para reduzir um numero fraccionario á forma defracçãOf isto é^ 
para sommar inteiro com quebrado, muUiplique-se o inteiro pelo deno» 
minador do quebrado, ao produtlo junete^se o numerador, e dé-se por 

(•) Se o quebrado que serve de divisor corresponder ao multiplicando (vej. a 
def. IV *••), o dividendo e divisor devem ambos estar referidos i mesma QQidade 
primitiva (vej o scti. do n.*^ 66]. 



vr 

8 
ftfUMMMclaf ao nÊÊdiada e diMminadoP è^quek^fníio:^ Aiiim ft-fr-;^, que 

se escreve mais simplesmafite 2 — , é \gual a t— — h ■=- = = — • 

2.* Querendo separar o inteiro e o quebrado contidos numa expressão 
fraccionaria, 4i^ida'Se. o numera (for pelo denominfidor (13); o quociente 
será o inteiro. < a^ frqicçcío t/erá pw fi^uRier<i4ar o reMP e por denominador 
o divisor. 
y / Temos por exemplo : 



37 4x8+5 4x8 5 . 5 

4 



8 8 8 8 ' 8 



3.* Para múltipliear qusbrudo por numero inteiro, basta multiplicar 
o numerador do quebrado pelo inteiro. 



O produoto de — por 3 é -=" ^ "T"™ ~V"' 



4.® Um quebrado, sendo multiplicado pelo seu denominador, produz 
o numerador. 

2 2 7 2x7 

Por exemplo — - x 7 «a-— x -.--=——- =2. 
^7 Til 



6.* Para dividir quebrado por numero inteiro, multiplique-se o deno^ 
minadpr do quebrado pelo inteiro. 



2 2 3 2 

Assim -^ .' 3 = 



7 7 1 7x3 



6.^ O quociente da divisão de um intetro por outro é representado por 



T8. 

um quebrado qu» lem por numerador . o ditidetkdo e por Venomnador o 
ditmor. 

69. Problema. Elevar um quebrado a uma potencia (*). 

Eleve-se a es$a potencia t(^nto o numerador como o denominador do 
quebrado. 

Por exemplo ( — j = — . 

Este processo deriva da deãniçâo de potencia e da regra da multipli- 
cação (66). 

70. Problema. Determinar a raiz^ quadrada ou cubica^ de um que» 
brado («*) (•*♦). 

Oblem-se a raiz de um quebrado extrahindo^a separadamente ao ntf- 
merador e ao denominador, quando cada uma doestas extracções se fai 
sem deixar resto (n.^ 26 e 27). Aliás, mais adiante veremos como se obtém 
nesse caso a raix procurada. 

A regra precedente é uma consequência da que se deu em o o.® 69., 



V 8 2 /2\8 2» 

^''™ V 343 = y P^' ^"'"^^ * ÍT/ = 73 



2\8 2» 8 
'343 



(*) Vejam-se as definições do cap. VI. 

(•*) Isto é, achar um numero, que elevado respectivamente ao quadrado ou ao 
cubo, produza o numero dado. (Vejam-se as definições do cap. VIlj. 

(••*] A regra quedamos para extrabir a raiz de uma fracção iê sempre applicavel» 
qualquer que seja o Índice ou grau da raiz : porém como a sua applicação exige que 
se exlrahaa raiz d*aquelle mesmo grau a cada um dos termos do quebrado, o que 
sabemos fazer somente quando a raiz procurada é a do segundo òu terceiro grão, 
por isso restringimos a este caso o enunciado do probleúia. 
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CAPITULO IV 



Preprtediides relativas ás eperaçOes ladleadas 

entre números rraeelenartes («) 



71. Thkobbma. a ordem doi factores i arbitraria. 

Haja uma multiplicação indicada de quaesquer números (que sempre 
poderemos considerar escriptos sob a forma de quebrado), e escrevamos 
novamente o producto, collocando os factores em uma ordem differenle : o 
resultado da multiplicação será o mesmo em ambos os casos. 

Com effeito, tanto no primeiro como no segundo caso, o resultado da 
multiplicação é expresso por um quebrado quedem respectivamente por 
numerador e denominador o producto dos numeradores e o dos denomi- 
nadores dos quebrados respectivos ; ora estes productos s9o os mesmos nos 
dous casos, por só diiferirem na collopação dos factores (12) ; e por tanto 
também serão iguaes os quebrados resultantes. 

CoROLLARio 1. D'este theorema resultam, com referencia aos números 
fraccionarios, as mesmas consequências que tirámos, relativamente aos 
números inteiros, do theorema n."* 12. 

CoROLLARio 11. Do corollarío do n.® 67 e do anterior deduz-se que 
$ào igtÂaes os resultados finaes de duas operações indicadas, eompostas, 
cada uma d'ellas^ de differeníes miUiiplicaçõ^s e divisões suecessivas, e 
que só differem na eollocaçào dos factores e divisores. Por exemplo 

a : 6x c^=aax c :b = cx a: b=c : bx a. 

Corollarío III. Nào se altera o quociente quando se multiplicam nem 
qUando se dividem pelo mesmo numero o dividendo e o divisor. 



(•) Sob a denominação de fraceionarioi comprehendemos os números que expri* 
mem quaesquer grandezas, embora esses números possam ter em alguns casos a 
forma de inteiro ou de fracção propriamente dita. 



Demonstra-se esta proposição pelas mesmas considerações empregadas 
em o n.® 1 6, attendendo ao corollario do n.° 67 e tendo em vista que, no 
caso presente, é simplesmente D=idq. 

Corollario IV. Para dividir um numero pelo producto de dom ou mais 
factoreê, basta dividil-o por cada um dos factores successivameníe. 

Veja-se a demonstração que se deu em o n.® 18 (*). 

Corollario V. O theorema e corollarios do n.® 23 subsistein igual- 
mente para os números fraceionaríos. 

72. Theorema. o producto de uma somma por qualquer numero é 
igiuil á somma dos productos parciaes que provém de multiplicar por esie 
numero cada uma das parcellas. 

Representem a, b ec quaesquer grandezas do mesmo género, e seja m 
um numero fraccionario : teremos 



(a -h 6 4- c)m =am + bm + cm. 

Se m fosse inteiro, a proposição demonstrava-se como já se demonstron 
a do n.° 9. Supponhamos pois que m tinha a forma de quebrado, e aeja, 

po, ..«.pio. -=4. 



2 2 

O producto de (a+6-f-(?) por — deve representar — de (a-f-ô+c): 

o o 



ora — de (a+6-hc) 6 expresso por ax-^ + bx—^+ex -5-, 

o i o o 



J ! »■ 



(•) o mesmo se deduz das seguintes considerações: 

Supponhamos que pretendíamos determinar o quociente da divisão de o pelo pro* 
docto be Designando por b' e è' as fracções reciprocas (67, corol. de ò e e, é claro 
que também b'e' será reciproca de ò«: e logo teremos a : (èc}=sa (è'«')«=>afrV 
: 6 : c. 
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O que se reconhece, attendeDcio a que o producto doesta expressio por 8 
é (a+ft+e); logo será 






2^ 
3 



o producto procurado; o que justifica a regra. 



73. Thborema. o producto de um numero por uma êomma é igual á 
íomma dos producios parciaes que reêuUam da multiplicação d'aquelle 
numero por cada uma das parcellas. 

Sejam M o multiplicando e (a+b+é) o multiplicador; teremos 



Tendo em vista a doutrina dos números anteriores, acha-se 
M(a+6-f-c) ^ (a+64-c)]VI = aM4-6M+cM«=Ma+M6+Mc; 

como se pretendia demonstrar. 

ScHOLio I. A proposição anterior também se deduz muito directamente 
da definição que dêmos de multiplicação. 

Com effeito, continuando a representar por M o multiplicando, suppo- 

« 

2 4 22 

nhamos que -^ + -=- = tí ®*'® ^ multiplicador 

3 6 15 

22 

Neste caso o producto deve representar yr- do multiplicando. 

15 

2 4 22 2U 4U 22U 

Ora, sendo -5- + -r- = 7-, teremos -^ + -=- = -rr-» qualquer 1"^ 

o 6 15 d 5 15 

seja U, e por tanto ainda quando se escreva H em logar de D, o que dá 

2» 4" 22J» 
3 ""S ^18 ' ' 



•i 



mas é 


r 




2" „ 2 4« „ 4 22« 

3=Mx 3, g Mx g. e jg , 

f 


logo 


„ 2 . „ 4 „/2 4 



22 

= MX7^. 

15 



) 



ScHOUb II. Se M representar uma somma, poderemos empregar o 
theorema do n.® 72 para determinar no exemplo precedente os productos 
Ma, M6 e Mc. 

CoiiOLLARio. Os theoremas dos §§21 e 22 subsistem igualmente para 
os números fraccionarios. 



CAPITULO V 



\ Cenversfie dos números fraeetonartes, 

uns nes euteos 



74. Problbha. Transformar um quebrado em mimero oompliMBo. 

Divida-se o numerador pelo denominador, e o quociente repretentarà 
as unidades de primeira ordem do numero complexo (*); depois mti/a- 
plique-^êe o resto da divisão pelo numero que ir^iea em quantas partes se 
divide aquella unidade, e, dividindo o producto pelo mesmo divisor da 
divisão anterior, obteremos em quocierUe as unidades de segumda ordem ; 
e ãssim por diante. 



(*) Qu^ são da espécie d'aquella, a que está referido o quebrado. 



•8 

267' 
No exempl» seguinte applica<«e a regra anterior para rednsir — ^ a 

naiD«ro complexo: 267' 1 12 

17 21»2«*6P 

6» 

6 

30' 
6 
12 



72P 
O 

Este processo n9o é mais que uma opplicação das regras que dêmos em 
(68» 2.") e (60, corol.). Assim ao exemplo anterior temos 

267* „., 6» „.. (8x6)P „,. SOP ^„ ^„ 6' 

'=2í'+Tjr«='21»+i— — i-=i21« + -— -=»21»+2'* + 



12 12 '12 ' 12 ' ' 12 



= 21' -i 2P+ ^^-^^^' = 21'+ 2P + 6P. 

1 jfi 



73. PjRopuuBMÀ. Reduzir um quebrado a dixima. 

Dhida^u o numerador pelo denominador, e o quociente representará 
as unidades propriamente ditas ; á direita do resto junele-se um zero^ di* 
vidasse o numero^ resultante pelo mesmo divisor da divisão anleriorf e em 
quociente acharemos as decimas; e assim por diante. > 

3 7 

Exemplos: —- = 0,376, — =0,28. 

8 25 



Esle processo deriva imnaediatamente da regra dada em o numero ai^ 
tecedente. 

JScHOLio. O raciocínio demonstra e a experiência confirma que Jiem 
todos os quebrados podem converter-se com exactidio em dizima. 

Com effeito, proposto um qoebrado que supporemos simplificado, se no 



• • 
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seu denominador não entrar factor primo differenie de S! e 6, o çiie- 
brado pode, nesse caso, ser convertido exactamente em dizima; a qud < 
constará de tantas casas decimaes, quantas as unidades do maii deiaié ; 

7 
expoente de 21 ou 5. Assim, por exemplo, o quebrado ^ — --| dará nm '. 

fracção decimal com três casas de dizima. E em verdade, reduzindo aquelk 
quebrado a fracção da millesimat acharemos (60, coroL) 



(7x1000)™*»- (7 X a^x 68)«í»' 



2^ X 5« 2^ X 8« 



25x5« 



.1 



e, como o numerador d'este ultimo quebrado é divisível pelo denomina- 
dor (37, corol. 2.^) segue-se que o quebrado proposto equivale a um nu- 
mero determinado de millesimas, ou, por outras palavras, que pode ser 
convertido em millesimas. E é evidente que aquelle quebrado não era aus- 
ceptivel de ser convertido cm centésimas somente, ou em decinàas. 

Mas se entre os factores primos do denominador apparecer algum factor 
differente de 2 e 5, o quebrado não poderá ser convertido em dizima 

N 
finita. Consideremos, por exemplo, o quebrado -^ — -, em cujo denomi- 
nador entra o factor primo 7; e admittamos que este quebrado (que 
supporemos simplificado) podia converter-se em uma fracção com n casas 
decimaes. Sendo assim, teríamos que o numerador da fracção 



JVxlO» 

2»x7 



deveria ser divisível pelo denominador; o que era absurdo (37, corol. II), 
pois que o factor primo 7 do denominador não entra na composição dé 
nenhum dos factores, Ne 1 O** = 2** x 5**, do numerador. 

Posto isto, supponhamos que procurávamos converter em dizima um 
d'estes últimos quebrados, por meio da regra anteriormente dada. x 

Gomo o resto de cada uma das differentes divisões sempre ba de ser 
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inferior ao divisor e nunca pode ser zero, conclue-se que depois de um 
numero limitado de divisões (tantas, quando muito, quantas forem as uni- 
dides do divisor ou denominador) havemos de recahir em um resto igual 
aootro já achado; o dividendo que provier d*este ultimo resto será igual 
10 que resultou do primeiro, e como o divisor é sempre o mesmo, segue-se 
qne serão iguaes os quocientes d'aquellas duas divisões, bem como os quo- 
cientes das divisões immediatas, das seguintes,. . . .; e por tanto, nesse casOf 
a dizima será indefinidamente periódica (*). 

A experiência mostra mais que em uns casos a periodicidade começa 
logo depois da virgula (dizima periódica simples)^ e que noutros exem- 
plos entre a virgula e o primeiro algarismo periódico medeiam differentes 
algarismos (dizima periódica mixía). A dizima periódica, simples ou 
míxta, também se denomina infinitaj por constar de um numero indeíi- 
oido de casas decimaes. 

Exemplos : 



8 
3 
7 
"6 



0,37S dizima finita 



0,6666 =0.[6] 

periódica simples 
==0,428571428. . . »0,[42857i] 



0,8333 =0,8[3] periódica mixta. 



76. Probleua. Reduzir um numero complexo a quebrado. 
Reduza^se o numero proposto a unidades da espécie inferior que nelle 
entrar, e o numero resultante será o numerador da fracção, a qual terá 



9 

(*] Estas mesmas considerações fazem ver que o n.* de algarismos áa um dos pe- 
ríodos sempre ba de ser menor que o denominador do quebrado proposto. 
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por denominador a unidade, a que deve referir^-ie o quebrado, reãUMiiã 
tombem a unidades d'aqueUa mesma espécie. 

Seja 2^ 3^ 4p (que se lé 2 toezas, 3 pés e 4 pollegadas) o nrnnero que 
pretendemos reduzir a fracção d^ toeza. 

Reduzindo aquelle numero a pollegadas, encontra-se 184P: ora em re- 
iaçUo á unidade toeza é a pollegada uma unidade auxiliar, e cotno cabe 184 
vezes na grandeza proposta, será esse o numero que ha de representar o no^ 
merador; e por que a toeza convertida em pollegadas dá 72P, ^ o denòilii** 
nador indica quantas vezes a unidade auxiliar cabe na primitiva^, êerk 72 

184' 
o denooiinador do quebrado. A fracçSo procurada será pois -=3^. 

77. PnoBLBMA. Converter um numero complexo em di%ima. , 
Reduza-se o complexo a quebrado, e este a dizima. 

Exemplo: 2» 3^ 9P=2t ^ = 2S626. 

78. Problema. Transformar uma fracção decimal em quebrado. 

1 .® Caso. Se a dizima proposta é fínita, converte-^se em quebrado, escrO' 
vendo por numerador o numero proposto, depois de supprímida a virgula^ 
e por denominador a unidade seguida de tantos zeros,' quantas tu casas 
decimaes d'aquelle numero. 

234 76 

Assim temos <^^234 = -— , ^'^^'^^^10000*®*^* 

Este processo nSo é mais. do que um corollario da regra que estabele- 
cemos em o n.® 74. 

2.^ Caso. Em segundo logar supponhamos que a dizima proposta é 
periódica simples. ^ 

Seja 0,[234J essa dizima, e representemos por — ' ^ ^ua fracçto gene- 
rativa. ^ » 

Do que dissemos no scholio do n.® 76 resulta claramente que será 

= 0,234 



D 'D 



oa (60, corol.) 



0,234 4- 



D ' DxiOOO* 



d'oode le tira facilmente, pela noçSo de subtracção, 



■ 


^ ^ 0-31 




D D X 1000-^'^^*' 


ou 




NxlOOO 


N Nx9»9 N 999 


D X 1000 


Dx 1000*^ D X 1000™ D ^ 1000 


isto ét 


N 999 ^ ^„. 
D^000 = «'*^*' 



0.234, 



e por taoto, atteodeodo á noçSo da divislo, seré 

N «««, 999 234 999 234 
D ' • 1000 1000 ' 1000 999 ' 

o que mostra que a fracção generativa de uma decimal periódica simples 
tem por numerador o numero inteiro representado pelos algarismos de um 
dps períodos, e por denominador uma sequencia de tantos noves, quantos 
os algarismos do periodo (*). 

3.^ Caso. Finalmente supponhamos que a dizima é periódica mixta. 

Represente 0,pq[abc] a dizima proposta. 

N 
Designando por •— a fracçãQ generativa, teremos pelo que se disse no 

caso 2? ^ 

N abe pq abe 999xpy ^ abe ^ 999xpq \ adc 

-5-= ''^'"'"99900"~ÍÕ0^99900~ 99900 ■*"99900^ 999ÕÕ ' 



(«) Elêmentoi de Àrithmetiea pelo sr. Jo9é Cordeiro Feyo, edição de 1828. 
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OU, substituindo 1000—1 em logar de 999 no numerador doesta ultíma 
fracçSOy 

N (1000 — i) pq+abe pqOOO-habe—pq pqabe—'pq 
"d" 999ÕÕ "^ 99900 '^' 99900 * ' 



isto ét 



N pqabc — pq 
"d"^ 99900 



D'onde se deduz : que a fracção generativa de uma decimal periódica 
mixta tem por numerador o numero representado pela parte n&o perio^ 
dica seguida de um dos períodos, menos o numero expresso pela parte , 
não periódica, e por denominador uma sequencia de tantos noves, quantos 
os algarismos periódicos, seguidos de zeros em numero igual ao dos ai'- 
garismos não periódicos. 

CoBOLLARio I. a) O quebrado correspondente a uma dizima perio^ 
dica simples, depois de simplificado, não contém no denominador o factor 
2 nem o factor 5. 

Com effeitOy sendo simples a dizima periódica, o denominador da fracção 
generativa é representado por uma sequencia de noves, o que constitue 
um numero que n9o é divisível por 2 nem por 5; e por tanto, simplifi- 
cando esse quebrado, ainda no denominador resultante não entrará nenhum 
d'aquelles factores. 

b) O quebrado simplificado, correspondente a uma dizima periódica 
mixta, encerra no denominador uma potencia de 2 ou de 5, ou potencias 
d'um e d'outro factor, sendo o expoente da potencia mais elevada igual 
ao numero dos algarismos não periódicos. 

Se a fracção generativa, obtida pelo processo ensinado, n9o fosse sua-, 
ceptivel de simplificação, a proposição anterior ficava evidente, visto que 
o denominador d'aquella fracção era expresso pelo producto de dous fa- 
ctores, dos quaes um, representado pela sequencia dos noves, nSo era 
divisível por 2 nem por 5, e o outro era expresso por uma potencia de 
10 (ou 2 X S) cujo expoente era igual ao numero dos algarismos não pe- 
riódicos. 

Ora, mostra-se facilmente que, embora a fracção generativa possa ser 
simplificada, nunca a simplificação poderá fazer desapparecer do denomi- 
nador um factor 2 e um factor 5 ; d'onde se concluo depois a verdade da 
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proposiçlo enunciada. E com effeito, para que a fracçlo se podesse sim- 
plificar dividindo o numerador e o denominador por 2 e por 6, isto é» por 
2x 5« era indispensável que o numerador fosse divisível por 10, e por 
tanto que acabasse em zero, o que nio pode succeder ; por quanto, to- 
mando para exemplo a fracção generativa correspondente á dizima perió- 
dica mixta com dois algarismos nSo 4)eriodicos, que acima considerámos, 
a saber 

pqabc — pq 
99900 ' 



o numerador d esta fracção só poderia terminar em zero se fosse e igual 
a 9* ou g igual a e, e entUo a dizima periódica proposta seria no primeiro 
caso 



Ofpqabqabqabq =0,p[qab]9 

e no segundo 

Ofpeabcabcaq s==0,p[c(i6], 



e em ambos os casos teríamos que a periodicidade começava no segundo 
algarismo da dizima, o que de facto não acontece, por isso que no exemplo 
proposto o primeiro algarismo periódico é o terceiro da dizima. 

CoROLLARio II. Sendo dado um quebrado, e pretendendo conhecer a 
espécie de dizima que provirá da sua reducção a fracção decimal, começa^ 
remoi por simplificar o quebrado, e depois decomporemos o denominador 
em factores primos: 

Se no denominador não entrarem factores di/ferentes de 2 e 5, a dí- 
MÍma será finita e constará de tantas casas decimaes, quantas as unidades 
do mais elevado expoente de 2 ou 5 : 

Se no denominador não entrar o factor 2 nem o factor 5, a dizima 
será periódica simples: 

Finalmente se o denominador encerrar algum d'aquelles factores jun* 
cíamente com outros, a dizima será periódica mixta, e o numero dos alga^ 
rismos não periódicos será igual ao mais elevado dos expoentes dei e5. 

79. Problema. Converter uma fracção decimal em numero complexo. 
O numero que fica á esquerda da virgula representa as unidades 



CAPITULO VI 



Operaçftes «obre es nameros deeliuaes 



80. Problema. Sommar duai ou mais fracçõêê deeinkan. 

Escrevam-se as parcellas umas por baixo das outras, de modo que o$ 
algarismos que exprimem unidades da mesma ordem nas differeniès par^ 
cellas (iquem em columna vertical (para o que bastará que as virgulas 
fiquem assim collocadas) ; proceda-se depois á somma dos algarismos con*- 
tidos em cada columna, principiando pela direita (*) ; e no resultado eserS" 
va^se uma virgula na mesma columna em que estiverem as dos numnvi 
dados. 

Justi6cft-8e a re^ra precedente pelas mesmas considerardes que empre» 
gamos quaado se tractou da somma dos inteiros (vej« n.** 4). 



•^t^i^^ 



(•) Bsla SMoma faa^s^» procedendo como se oa números fosséia ínteírot; 



dê primeira ordem do numero complexo: multiplique'^ a ftaeçdo dêti^ \] 
mal restante pelo numero que indica em quantas partes se divide aqi^jMé 
unidade^ e o numero que vier á esquerda da virgula^ no produeio, fêpro^ 
untará ai unidades de segunda ordem ; e auim por dianié. 
Exemplo : 

2* 27 = 2»+ 1^,62 = 2' í^lvM^i^ 1^ 7p 6»,28=etc. 

Este processo deriva da regra do n.^ 74. , 



ti 



Exemplo : 0,887 

0,0003} parcdllas 

7,B6 



7,8473 SGmma. 

8i. Pboblema. Achar a differença eníre dois números decimaes. 

Esereva-se o diminuidor por baixo do diminuendo^ dê modo qiiê o$ ai' 
garismos que exprimem unidades da mesma ordem fiquem em columna 
vertical; proceda-^e depois á stUfíracção dos algarismos contidos em cada 
columna tertical, principiando pela direita (*), e no resultado escreva^sè 
uma virgula na mesma columna em que estiverem as dos números dados. 

Esta regra funda-se nas mesmas considerações empregadas em o n.° S. 

Exemplo : 

2,0078 diminuendo 

0,326745 . . diminuidor 



1,681056 .. resto. 



82. Problema. Multiplicar duas fracções decimaes uma pela outra. 

Obtem^se o producto de duas fracções decimaes, multiplicando os nu^ 
meros propostos,' semfazer caso das virgulas, e separando depois á direita 
fw resultado tantas casas para dizima, quantas as casas decimaes de ambos 
oi factores. 

Cada uma das fracções dadas equivale a um quebrado ordinário, que tem 
por numerador o inteiro que resulta d essa fracção pela suppressSo da vir- 
gula, e por denominador a unidade seguida de tantos zeros, quantas forem 
as casas decimaes da fracção ; por tanto, o producto das duas fracções equi- 
valerá a um quebrado, que tem por numerador o producto dos números 
propostos, formado sem fazer caso das virgulas, e por denominador a uni- 
dade seguida de tantos zeros, quantas forem as casas decimaes de ambos 
os factores : mas dar por denominador a um número inteiro a unidade 
seguida de zeros, equivale a separar á direita nesse numero tantas casas 
para dizima, quantos forem os zeros; e por tanto fica justificada a regra. 



■*^ 



(•) Néila iabtracçio procedd*-80 como se ol números fonem inteirou. 



Exemplo : 0,0785 multiplicando 

0,29 multiplicador 

7Õ65 
1570 

0,022765 producto. 

£, em verdade» 

786 29 785x29 22765 
0,0785 X 0,29 = -— — x — = = = 0,022765. 

' ' 10000 100 1000000 1000000 ' 



83. Probleha. Achar o quoeienle da divisão dê dtías fracções Jtóci-' 
mães. 

O quociente da divisão de dtias fracções dedmaes i representado por 
um quebrado^ o qual se obtém, escrevendo respectivamente por numerador 
e por denominador o dividendo e o divisor propostos, considerados como 
inteiros, e addicionando depois tantos zeros á direita do termo provenienU 
da decimal com menos casas de dizima, quantas mais forem as casas de^ 
dmaes da outra fracção. 

Transformando as fracções decimaes nos quebrados correspondentes, e 
procedendo depois á divisão, vê-se que o quociente é representado por um 
quebrado que tem respectivamente por numerador e por denoíninador o di- 
videndo e o divisor propostos, considerados como inteiros, tendo ainda cada 
um d'aquelles termos tantos zeros á direita, quantas as casas decimaes da 
fracção correspondente ao outro termo; por tanto, simplificando o quo- 
ciente assim obtido, supprimindo os zeros como^uns aos dois termos, 
cahiremos na regra proposta. 

38 
Exemplo 0,0038 : 0,27 = — — -. 

^ 2700 

E com eifeito, é 

38 27 3800 38 



0,0038 0,27 



10000 ' 100 270000 2700' 



ScHOLio. A regra anterior equivale á seguinte: 

Preparem-se os números dadoSf de modo que ambos fiquem contendo 



igual numero de casas deeifnaes (o que se consegue, escrevendo zeros á di" 
reita da fracção gue tiver menor numero de casas decimaes) ; depois sufh 
primam-se as virgulas, e dividam-se um pelo outro os números resultantes. 
Assim DO exemplo proposto teremos 

38 
0,0038 : 0,27 = 0,0038 : 0,2700 c= 38 : 2700 c= -^. 

E, em verdade, temos 

38 2700 38 



0,0038 : 0,2700 



10000 ' 10000 2700' 



84. Problema. Elevar uma fracção decimal a uma potencia qualquer. 
Bxecutem-se pelo processo do n.® 82 as multiplicações correspondentes 

ao expoente da potencia. 

85. Problema. Extrahir a raiz quadrada a uma fracção decimal. 

Divida-se p numero proposto em classeg de duas letras, a partir do al- 
garismo das unidades, tanto para a direita como para a esquerda, po^ 
dendo a ultima classe á esquerda ficar composta de um só algarismo ou 
de dous (*); e depois proceda-se á extracção da raiz, como se o numero fosse 
inieiro. O numero que provier da extracção da raiz á parte do numero 
proposto que fica á esquerda da virgula, representa a parte da raiz pro- 
curada, que ha de também ficar á esquerda da virgula ; o algarismo que 
depois se determina 4 o das decimas, o seguinte 4 o das centésimas, e assim 
por diante. 

Este pVocesso deriva directamente das regras dadas em os u.^ 26 e 82. 
Seja, por exemplo, 66,821444 o numero proposto. A raii de 56 é 7, 
donde se deduz que é 

7«<66 e 8«>B6, 

e também 

7^<56,821444 e 8^>66,821444; 



(«) No qoe vamos dizer suppomos indefinido o numero das classes que ficam á 
direita da virgula, o que sempre se pode admittir, ?isto que não alterámos o valor 
de uma fracção decimal, junclando-lhe á direita qualquer numero de zeros. 



M 

o que «9O0tra que a rais procurada fica comprehmMÍida entre 7 e 8» e por 
tanto que é 7 o aigarísmo das unidades. 

fimpregando agora a primeira classe á direita da virgola (representada 
por 82} e determinando pelo processo do n/ 26 o algarismo oorreapon- 
dente da raii^ achamos que esse algarismo é 5, o que dá 



e logo 



76«<6682 e 768>5682, 

7.B«<B6,82 e 7,6«>66,8a, 



e também 7,6^<56,821444 e 7;6«>56»821444; 

d'onde se deduz que a raiz total procurada fica comprehendida entre 7»6 
e 7,6, e pòr tanto que 7,5 representa o numero formado pelos doas 
primeiros algarismos, á esquerda, d'aquella raiz. 

Em seguida empregando a classe do numero dado, representada por 
14, e determinando o algarismo correspondente da raiz, que ê 3, nios- 
trava-se como precedentemente que 7,63 constituía' o numero represen* 
tado pelos três primeiros algarismos da raiz total; e assim por diante. 

ScHOLio L Quer a dizima proposta seja finita quer seja periodicat o 
processo anterior applica-se igualmente em um e outro caso. 

E como um quebrado sempre pode con?erter-se em difima, podere- 
flioa também empregar aquelle processo para deternoFinar a sua raiz qaa* 
dMda(70). -^ /* \ «- , '' 

ScHOLio II. Ainda que a dizima proposta seja finita, pode acontecer 
qw a operac-lo da raiz quadrada se apresente illimitada, isto 6 sem nunca 
condunr a um resto igual a zero; o que provém de que nem todos os nú- 
meros podem ter a sua raiz quadrada expressa também numericamente. 

A 

Com effeito, sendo dada uma expressio fraccionaria — que suppore- 

mos simplificada, a condição necessária e sufjicienle para que a raiz qua^ 
drada d*aqueUa expressão possa ser representada por algum numero, eon" 
iiite em que A e B sejam quadrados perfeitos d* outros numeras iníeiras; 
o que nem sempre acontece. 

J& vimos que a condiçio anterior era sufficiente (70). 

Mostremos pois que é Deeesaaria. 



Admittamos que a raiz de -^ era outro numero -r- que também sup- 

a« A 

/H)remo8 8Ímpli6cado. Nesta hypothese, teremos -j = — ; e como s8o pri- 
mos entre si tanto A e B, como a^ e 6^ (37) * segue-se (69) que é a^=A 
e ò^=B; d'onde se deduz a condição enunciada, visto que é A o qua- 
drado de a, e B o de 6. 

CoROLLARio. No scholio anterior achámos a condiclo necessária e suf- 
ficiente para que a raiz quadrada de qualquer numero (escripto sob a forma 
de quebrado) possa ser expressa numericamente; e d'ella se deduz que: 

a) ie um numero inteiro nào tiver a sua raiz quadrada expressa por 
algum numero inteiro, também a nào poderá ter expressa por um numero 
fraecionario : 

b) para que a raiz quadrada de uma fracçfio decimal possa ser expressa 
Bamerícamente, é necessário e suOicíente : 1 .* que o numero das casas 
deeimaes seja par : 2.^ que o numero proposto, considerado como inteiro, 
Sija quadUÊio d^ouiro numero também inteiro. 

86. PROBLRMA. Extrahir a raix cubica a um numero decimal. 

Tanto o processo que dêmos em. o numero anterior como as conse- 
quências que tirámos d elle applicam-se, mutatis mutandis, ao problema 
actual. 
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CAPITULO vn 



Operações sobre os números eomplexos 



87. Problbma. Sommar números complexos. 

Escrevam-se as parcellas umas por baixo das outras, de modo gue os 
números que exprimem unidades da mesma espécie fiquem em eolumna 
vertical; proceda-se depois á somma dos números contidos em cada eo^ 
lumna, principiando pela primeira á direita, e. quando de atguma doestas 
sommas resultarem unidades d'ordem superior, reseriem-sé para se ad- 
dicionarem na somnia da eolumna seguinte. 

Vej. !!.•• 4 e 80. 



Exemplo : 



2« 


3P. 


2P 


6 


S 


11 


6 


4 


10 

1 



. t 



parcellas 



15 1 11 somma. 



88. Achar a differença entre dous números complexos. 

Escreva^se o diminuendo e por -baixo d'elle o diminuidor, de modo que 
os numeras que eocprimem unidades da mesma espécie fiquem em eolumna 
vertical; proceda^se depois á subtracção dos números contidos em cada co- 
lumna, principiando pela direita, e quando não se puder effeituar alguma 
íestas subtracções parciaes, por ser o numero, que representa o ãtmi- 
nuendo, menor que o diminuidor, juncte^se a esse diminuendo uma uni'' 
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âadê d^ardim iuperiar $ ean$\ 
nuido d'í$$a mama unidade. 
Vej. n - 5 e 81. 



Exempto 



8^ 16* 11^ díminuendo 

3 17 8 diminoidor 



19 3 resto. 



89. PftOBLBMA. Multiplicar dotis números complexos, um pelo outro. 

Procuremos, por exemplo* o producto de 17*^ 16^ 10^ por 44^ 
6P llP. 

Segundo a definíçXo III, pag. 73, o producto deve representar uma 
grandeza, cuja medida em relação ao multiplicando, considerado como uni- 
dade, seja dada pelo mesmo numero que representar a composição do mul- 
tiplicador relativamente á sua unidade principal ; d'onde resulta que, para 
ae obter o producto, será necessário reduzir previamente as unidades au- 
xiliares do multiplicador a fracção da unidade primitiva. 

Procedendo d'este modo no exemplo dado, vé-se que teremos de mul- 
tiplicar 17 >«> 16» 10^ por 14-t-4-H-i^- 

o 72 

Pára executar esta multiplicação podemos empregar a doutrina do theo- 
rema do n.^ 37, sch. II, multiplicando todos os termos do multiplicando 
por cada um dos termos do multiplicador, e sommando depois todos os pro- 
ductos parciaes assim obtidos (n."" 60 e 64). Na practica executa-se de 
ordinário este calculo por um processo particular que muito o simplifica, e 
a que se dá o nome de multiplicação pelas partes aliquotas. (*) 



(•) bailando d'este processo, dizia Lacroix (Traité élémentaire d'Aríthmétique» 
Ireiíième édítion) «Les procedes que Tonsuit ordinaíremenl dans la multiplication 
des nombres complezes, probablement imagines par des hommes quí ne s'eD occu- 
paieot que poar.arriver au résultat, paraissent au pretnier coup d*oeil moins sim- 
ples* moins généraox que celui du numero précédenl, mais il sont peut-êlre plus 
commodes dans la pratique; ils ofirent d'aílleurs ce caractere ingéoíeux qu'on 
trouve dans toules les iovealioos suggerées par le besoin, auxquelles on parvient 
comme par inslinct, sãos coucevoir bien neitement Télendue et Tordre du sujet» 
que développent ensuíte ceux qui se soul voués uuiquement à la médilaiion.» 
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V 

I- 



A appiicaçSo d'e9te processo ao exemplo proposto condiu ao' seguinte : i 
quadro, de cuja formação vamos tractar. 



ir:::::::::::::::::::::::::ií7vi4 

7 10" X » 

3 10 B» X » 

14 : V X » 

7 eí X » 

4 8 4<« X » 

8 18 B M X 3.P 

B 18 lly » X 2P 

1 9 : 8— D X 6P 

o 

14 10— » X 3P 

■ 

9 10— X 2P 



267'«> 7« 6«« 



' «^' 



é ' 



36' 



Os deus primeiros números que se eucontram abaixo do multíplicaclQr 
correspondem á multiplicação de 17 ^^ por 14^ 

Em iogar ^e multiplicar 16^ por 14^, decoropozemos 16* em partes 
aliquotai da libra, do seguinte modo ÍG"*»! 0^+6^+1"; e depois deter- 
minámos os productos de cada uma d'estas partes por 14 usando das se- 
guintes considerações.^- Se em Iogar da primeira parte, 10% tive$semoa 30« 
ou 1'^ era evidente que o producto seria 14^^; por tanto, sendo 10* metade 
de 1'^, o producto de 10*^ por 14 será metade de 14^^, e, por conseguinte» 
igual a 7'^^. O producto relativo a 5^ formou-se, tomando metade do pro- 
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dl«eto antfieedeote, por ser B* raetadde e I (h. E, para determinar o prodncto 
correspondente a 1% tomou -le a quinta parte do ultimo producto obtido. 
Em seguida decompozemos 10^ em parles aliquotas do soldo» o que 
deu 10^=36' + 4^ • Ora, sendo 6^ metade de IS e correspondendo o 
ultimo producto formado á multiplicação de I' por 14, era evidente que 
o producto de 6' por 14 seria metade d'aquelle producto; e assim obti- 
vemos 6^x 14 — 7*. Finalmente deduziu-se o producto de 4^ por 14, to- 
oiando a terça parte ao producto de 1^ por 14. 

Ficava assim concluida a multiplicação do multiplicando, M, pelo pri- 
meiro termo do multiplicador («). 

Para fazer a multiplicação por 8^, decompozemos 8^ em partes aliquotas 
da toeza, o que deu 5^^=3 3^H- 2^. E, por que 3^ é metade de uma 
toeia, bastou tomar metade de todo o multiplicando, para determinar o 
seu producto por 3^ {**). O producto relativo a 2^ obteve-se também to- 
mando a terça parte ao multiplicando. 

(*) Para effeitaar a multiplicação de 17^ 16s lOd por 14, podiamos multi- 
plicar por este ultimo numero cada um dos termos do multiplicando, começando 
pelo primeiro á direita, extrabindo em cada producto parcial as unidades d'ordcm 
•operior que nelle se cootivessem, para as addicionar no producto immediato (vej. 
n.»86). 

Este processo é principalmente applícavel quando o numero que representa o 
multiplicador é tão pequeno, que se podem effeituar mentalmente, tanto as diffe- 
rentes multiplicações parciaes como também a extracção das unidades .d*ordem im- 
mediatamente superior contidas em cada um dos respectivos productos. 

(*•) Querendo dividir um numero complexo por um inteiro, divida-se o pri- 
meiro termo, á e$guerda, do dividendo pelo numero inteiro, e o quociente repreten» 
iarà a$ unidadee de primeira ordem do quociente total ; converta-se o resto da di-- 
^ visão em unidadee immediatamente inferiores, Junctem-se-lhe depois as unidades 
d'esla mesma espécie que existirem no dividendo, divida-se o resultado pelo divisor, 
e acharemos em quociente as unidades de segunda ordem ; e assim por diante. 

Este processo é uma consequência muito clara da doutrina dos n.*' 67-corol., 72, 
eS-S.^^eOO-corol. 

Assim, por exemplo, querendo dividir 28U> 5* 9^ por 8, teremos 

i 28tb 58 Qá ilb 58 SM 

(S»íb 5* 9«i): 3 ^ (281b 6» 9«l) y =» t|- + '- f 1. = 9»b i- L ^ L 4- 1! =, 

.. 35* 9<i U 9<1 31<i 

«»»>>>+-!- -,- 1. «,9H8«+ -3 + — = 9lb + 8» -»-=^ — 9«b 8»7<l. 

Bste processo applica-se também com vantagem para dividir um n.* decimal por 
um inteiro. 



« « 



\ 



I 



iOO 

I 

Restava determinar o producto por 1 IP; e para isso decompoxemoa 1 tP 
em 6p + 3p + iP. Depois forroou-se o producto relativo a 6p tomando a 
quarta parte ao ultimo producto obtido, por ser 6p a quarta parte de ^2^. 
O producto correspondente a 3p deduziu-^, tomando metade do rda- 
tivo a 6p ; e finalmente, tomando a terça parte a este mesmo productOv 
formou-se o producto correspondente a 2p («). 

Por ultimo, sommando todos os productos parciaes obtidos, achámos 

19 
267^ 78 6^ -^ para representar o resultado final da multiplicação. 

36 

90. Problema. Dividir um numero complexo por outro. 

Como o multiplicando e o producto representam duas grandeias homo-* 
geneas, conheceremos facilmente, pela comparaçXo do dividendo com lO di- 
visor, se é o multiplicando ou o multiplicador o factor que se pretende de- 
terminar, isto é, o quociente (def. lY, pag. 73). 

1.® Supponhamos que o quociente corresponde ao multiplicador. ^ 

Neste caso a composição do quociente em relação á sua respectiva uni- 
dade deve ser tal, que, multiplicando o divisor pelo numero abstracto que 
exprime o quociente, o producto resultante seja igual ao dividendo. D'onde 
resulta que acharemos o quociente, transformando o dividendo $ o ditisar. 






(*) Âpplicando este processo, pode acontecer que tenhamos de dividir o multi- 
plicando, ou algum dos productos parciaes já obtidos, por um numero tio grande» 
que a divisão se não possa fazer mentalmente. Supponhamos, por exemplo, que 
pela comparação de um factor com outro, pelo qual já se tinha effeituado a multí^ 
plicação do multiplicando, concluíamos que era preciso tomar a 24.* parte do pro- 
ducto relativo a este ultimo factor, ao qual producto supporemos representado por 
32lb 188 8<1: como 24=4x6, seg^e-se do que dissemos em (71, corol. IV) que, 
em logar de dividir immediatamente 32lb 18s 8<1 por 24, bastará dividir primeira- 
mente por 4 aquelle numero, e depois dividir por 6 o quociente resultante d*aqaella 
divisão. O quociente da divisão de 321b ISs Sd por 4 é 8U> 4s 8d, e da divisio d'este 

1 
numero por 6 resulta lib 7^ 5<1-t-; e, pelo que fica dicto, será este numero o que 

ó 

representa a 24.* parte de 321b ISg 8d. 

O numero 8ll> 4^ 8d, de que oos servimos para determinar por meio d'elle a 24.* 
parte de 321b 18» 8d, chama-se por isso producto $ub$idiario. Na practica costumasse 
escrever o producto subsidiário entre os productos parciaes de cuja somma resulta 
o producto total, notando -o com um traço a fim de o não addicionar quando se pro- 
cede á somma d'aquelles pioductos. 
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dê modo que um e ouíro fique contendo uma $6 espécie de unidades (nota * 
da pag. 76), que será a mesma para ambos elles, e em seguida dividindo 
oê numeras resultantes um pelo outro. 

Assim, querendo dividir 6^^ 3* por 2'^ 3« l^f reduziremos» tanto o di- 
videndo como o divisor, a dinheiros por exemplo ; depois teremos 

IBOO 454 
(6ib 5.) : (21b 3. 7d)^ i5ood:B23'= ^=2— , 

454 
r e o quociente será 2-^. 

523 

Se pela nutureza do problema o quociente houver de representar uma 
grandeza , complexa, transformaremos em numero complexo (74) o quo- 
ciente achado pelo processo anterior. 

2/ Se o quociente procurado representa o multiplicando, o divisor é 
o multiplicador. Neste caso o quociente deve exprimir uma grandeza ho- 
mogénea com o dividendo, a qual, sendo multiplicada pelo numero ab- 
stracto que exprime a composição do divisor em relação á sua respectiva 
, unidade, ha de produzir o dividendo; donde se deduz que acharemos o 
quociente,, reduzindo o divisor a fracção da sua unidade principal («) è 
multiplicando o dividendo pelo quebrado que provém de inverter os dom 
termos áqueUa fracção. 

Exemplo 

(60» 11» m) : (3 4P) = (60>'' li» 10") : í^ = 

3 

= (60"> 11» 10<«)x~=(60"' liMO") Sx-íj^^íao'" 11» 10í)3:ll= 

* 

= (181>»» l5»6d):tl = 16>M0»6d. 



(«) A natureia do problema que conduziu à divisão indicará a unidade que deve 
considerar-se como principal naqaella operação. 



1 
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92. Siipponhamos mais que por qualquer modo conhecíamos a lei se- ^ 
gundo a qual se formavam os diversos números correspondentes á unidade ^ 
primitiva e suas diiferentes divisões que entravam na grandeza G; á ex--^ 
pressão indefinida, que assim podemos conceber formada, chama-se também 
numerOf e mais particularmente numero ineommensuravel («). 

A ligaçUo entre o numero ineommensuravel e a grandeza correspondente 
é tal, que, á medida que se aproveita maior numero de termos na ex- 
pressão indefinida que ronstitue aquelle numero, a grandeza commensuravel 
representada por esses termos vai-se aproximando cada vez mais da que é 
expressa pelo numero ineommensuravel, sendo a difTerença entre as duas 
grandezas sempre menor que uma ^unidade da ordem inferior das que se 
aproveitaram, sem nunca ser nulla. D onde resulta que por meio do nu- 
mero ineommensuravel se poderá determinar a grandeza respectiva com a 
approximaçdo que se desejar ; mas nunca com perfeita exactidio (**) (***)• 



(•) Ê evidente que a medição directa de uma grandeza nunca poderá GOiídiunr 
a um numero ineommensuravel. Mas, como já dissemos, a medida das grandeuft 
lambem se obtém indirectamente (n.® 54): ora, da mesma sorte que o quociente é 
geralmente expresso por um numero fraccionario, embora o dividendo e divisor 
sejam números inteiros ; assfm também, na maior parte dos casos, as raízes de qual- 
quer grau dos números commensuraveís só podem representar-se por números íb- 
commensnraveis. 

(*•) Resta agora indagar se a duas grandezas differentes poderá corresponder om 
mesmo numero ineommensuravel ; pois que, sendo assim, não poderia esse^ numero 
representar distinctamente nenbuma das respectivas grandezas. 

Para isso notsTremos que, como acima dissemos, os primeiros termos (emiio- 
mero qualquer) do numero ineommensuravel constituem um numero que expríme 
uma grandeza commensuravel menor que a proposta, sendo a difTerença entre as 
doas sempre menor que uma unidade das ultimas que se aproveitaram. D'onde se 
deduz que a duas grandezas distinctas A e B não poderia corresponder um mesmo 
numero ineommensuravel ; porque suppondo A <B, a grandeza representada pelos 
primeiros termos do numero ineommensuravel, por ser menor que Â., nunca po- 
deria aproiímar-se de B a ponto de ser a difTerença entre B eessa grandeza menor 
que B— A. 

{***) Acabamos de dizer que, propostas uma grandeica e a respectiva unidade, a 
expressão da grandeza poderia ser dada, em alguns casos, por um numero ineom- 
mensuravel. Reciprocamente, é fácil provar que, proposto um numero ineommen- 
suravel referido a qualquer unidade, sempre haverá uma grandeza do género d*es8a 
unidade, cuja medida seja dado por esse numero. 

Com eíTeito, consideremos, por exemplo, o numero ineommensuravel 0,2ã{â2. . . , 
e supponhamos que este numero se referia a uma unidade linear. Aproveitando 
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93. Apezar de nSo ser possível effeituar operações com números incom- 
mensufaveist empregam-se no calculo estes números como sendo a ex- 
pressão das grandezas correspondentes (vej. a nota **** da pag. 73); mas, 
se a operaç&o termina sem que os incommensuraveis tenham desapparecido, 
o Yalor da incógnita que depende d'aquelles números só pode ser obtido 
por aproximação; a qual, todavia, é indefinida, como em breve se verá (*j. 

somente Ires termos, obtém se 0.S22 <0,2222. . . . <0,223; e por tanto, soppondo 
que 0,222 representa a linlia Â6/, e que a 0,223 corresponde AB^ 

V h" B B" B' 

^ i i i i T* 

vè-se que a grandeia relativa a 0,222. . . . • será maior que Aò' e menor que AB'. 
Se aproveitássemos quatro termos em logar de três, acharíamos pêlo mesmo modo 
duas grandexasAò^'» 0,2222 <0,2222 . . . e AB' »0.2223> 0,2222. . . . ; e assim 
por diante. 

Posto isto, supponhamos que a extremidade ò da recta Aò se movia de h para 
A: para todas as posições do ponto h comprehendidas entre B' e B'', e ainda para 
ODtras além de B '^ será Aò> 0,2222. • . .; porém esta relação não terá logar inde- 
finidamente para todas as posições por onde passa o ponto ò entre B' e ò', por 
quanto é já A6'' <02222. . . .: d*onde se conclue que, movendo-se o ponto ò como 
temos supposto, e sendo sempre no começo do movimento A&> 0.222 che- 
gará h a uma posição tal, que deixe de ter logar aquella relação para as posições 
ulteriores d'aquelle ponto. Súppondo pois que seja B essa posição, teremos qtie AB é 
a linha a que corresponde o numero incommensuràvel 0,2222. . . . 

Estas mesmas considerações fazem ver que a ditTercnça entre a recta AB e as 
linhas representadas pelos números commensuraveis, formados pelos primeiros 
termos do numero incommensuràvel, pode tornar- se tão pequena, quanto se quizer, 
aproveitando um numero sufficientc d*aquelles lermos : o que se exprime, dizendo 
que a grandeza incommensuràvel é o limite das grandezas commensuraveis represen« 
tadas pelos primeiros termos do numero incommensuràvel. 

{*) Ê manifesta a significação dos resultados da somma e da subtracção, ainda 
que os dados relativos a estas operações se refiram a grandezas incommensuraveis. 

Do que dissemos em a nota (««) da pag. 104 deduz-se também, attendendo á def. 
Ill da pag. 73, que, qualquer que seja o inulliplicando, e embora o multiplicador 
seja incommensuràvel, o producto i;epresentará sempre uma grandeza designada. 

Pelo que respeita á divisão, é claro que, se o divisor corresponder ao multipli- 
cando (nota *** da pag. 73), o quociente terá existência real : visto como sempre 
deverá haver nm numero que exprima a medida do dividendo relativamente ao di- 
visor^ considerado como unidade. Mas, se o divisor correspondesse ao multiplicador 
e fosse expresso por um numero incommensuràvel, as mesmas considerações em- 
pregadas em a nota •• da pag. anterior mostrariam a existência real de uma gran- 
deza» relativamente á qoal, considerada como unidade, a medida dò dividendo seria 
dada pelo mesmo numero que representar o divisor. Para esse fim deveríamos 
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CAPITULO n 



Propriedades relatiwas ás operações Indleadaa 
entre f^randezas IneonuneiisaraYels 



94. Teosqremá. o produeto de uma somma par um numero é igual 
á Bomma dos productoê parciaes que resultam de muUiplicar cada par" 
cella por esse numero. 

Assim é (A + B) D = AD + BD. « 

Se o multiplicador D é commensuravel, a proposição demonslra-se pelas 
mesmas considerações empregadas em o n.® 72 : supponbamos pois que D 
era incommensuravel. : 

Se não for (A + B) D = AD + BD, baveré entre os dous resultados 
uma differença A» e teremos 

(A-hB) D — (AD + BD)^A. 

Posto isto, sejam D' e D'' números commensuraveis, o primeiro menor 
e o segundx) maior que D (*), e representemos por d a differença M/^ — \íf\ 
teremos 

(A-hB) D''-(A4-B) !y=(A-hB) ly— (AD'-+-BD'), 



"•-»i 



suppor que o numero incommensuraTel, que se empregou em a nota citada, repre- 
sentava o divisor, e que as grandezas alli designadas por AB', Aò', AB', Ktí\ . . . 
eram os quocientes que correspondiam respectivamente a divisores representados 
por 0,222 0,223 0,2222 etc, etc, 

Finalmente o que fica dito, relativamente ás qUatro operações entre grandezas ou 
números incommensuraveis, põe fora de duvida a existência real dos resultados 
concernentes á elevação a potencias e extracção áfi raises, 

(*) Gbaiiiainos D' ao numero commensuravel que resulta de aproveitar um 



tOT 



o ia«ifM«n 



(A + B)D'^— (A + B)iy = (A4.B) d, 



e logo 



(A + B)D'' - (AD'+ BD') = (A + B) d. 



Ora, sendo d susceptível de decrescer abaixo de todo e qualquer nu- 
mero, poderemos conseguir que seja (A -h B) d < A ; e Desse estado terá 
também («J 

(A+B)iy'— (AD'+BD') <(A + B)D— (AD+BD); 

o que é manifestamente absurdo. 

CoBOLLARio. Para muhiplicar uma diferença por qualquer numero, 
multiplique^^ o diminuendo e o diminuidor por e$$e numero. 

Assim ^ (A — B)D = AD~BD. 

Sejk A — B==A ou A»B+A; 

« 
teremos AD «= BD + AD, 

e logo AD = AD — BD ou (A — B) D «= AD — BD. 



numero qualquer dos primeiros lermos do numero incommensuravel D ; e D'' re- 
presenta o numero formado pelos mesmos termos que entram em D^ tendo o ul- 
timo termo que se aproveita uma unidade mais em D" do que em D'. 

Assim, sendo D«»0,222â teremos soccessívamente D'«=*0,2 e D'»0,3 

D'— 0,22 e D' <==0,23 D'<=-0,222 e D"«=:0,223 ete. 

(•) Também podíamos chegar á desigualdade 

(A"+B") D" — (A'D'-f B'D')<(A + B)D— (AD- BD), 

d'onde se tira a mesma conclusão ; mas o processo que empregámos é preferível 
por ser mais simplea. 
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95. Tbeorsma. Na multiplicação indicada de muitoê faeíore$ poiUmoê 
trocar os logares aos dous ultimas. 

Assim é ABC=xACB. 

t 

A proposiç&o n8o carecia de ser novamente demonstrada* se B e C fò»* 
sem commensuraveis. Supponhamos pois que B e G eram incommensu- 
raveís. 

Se úSo for ABGsACB, será \ 

ABC — ACBsaA- 

Posto istOt e usando de notaçio análoga á que já se empregou em o 
numero anterior, teremos 

AB"C"— AffCr» AB"C"— ACB', 

e lambem, pondo B"— B'= 6 e C"— C't= e, 

AB^^C— AB'C'= A (B'+*) (C-H)— AB'C'= A B'c+AC'6+ A6c. 

Ora, sendo 6 e c indefinidamente decrescentes, poderemos conseguir 
que seja AB^c+AC'&+Aòc<A; e nesse estado será também (*) 

AB"C '— AC'B'< ABC — ACB ; 

o que é absurdo. 

CoROLLARto I. A ordem dos factores é arbitraria. (Vej. n.® 12). 

Cdrollario II. Do rorollnrio precedente e do theorema do n.* 94 de« 
rivam para os números iiicommensuraveis as mesmas consequências que ti- 
rámos dos theoremas dos números 72 e 73. 



(*} Podíamos osar da relação 

A''B"C '— A'C'B' <ABC — ACB. 
d'onde se tira a mesma consequência (vej. a nota antecedente). 
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CoBOUAiio IIL Eletih-êe um producío a uma poUnda^ elevando eada 
um dos facíorei a es$a poieneia. 

Assim (a6c)^^(aòc) {abe)=sabcabe = aabbec=i{aa) (66) (cc)=:a*6^*. 

CoiOLLABio IV. Extrake-ie a raiz a um produeío^ extrahindo*a u^ 
paradamente a eada factor. 

Por exemplo» ^ abc = VaVbVei por quanto é (coroll. III) 

(J/af/6Kc)«=a6c. 

CoBOLLARio V. Exirahe-se a raiz a uma fracção, exirahindo-^ se^ 
paradamente ao numerador e ao denominador. 

£ uma consequeDCÍa do corollario anterior e do n.^ 68, 4.^ 



CAPITULO III 



OperaçCes sobre os nameros IntMiiiiiiieiisaravels 



96. Thbobbma. Quando o$ dados são expressos por números tncom- 
mensuraveis, o resultado da operação pôde determinar-se com aproxi* 
mação indefinida («) («*). \ 



(•} Uma grandeza qualquer considera-se medida, desde que se conhece o meio 
de a exprimir numericamente com aproximação indefinida. 

(•*} As considerações que fiiemos em a nota (*) da pag. 96 mostram clara- 
mente que» embora os dados de uma operação se refiram a grandezas incommen- 
suraTeis, o resultado final d'essa operação representa sempre uma grandeza fixa 
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Somnia, *«-* Designem A, B e G qaaesquer grandezas homogeneti re- 
presentadas por números incommensuraveis; e sejam Â^^aassA+^if B^caB-Hkr 
C= C + c números commensuraveis maiores, que os precedentes (nota * 
da pag. t06). 

A somma procurada é (A+B + G), e (por hyp.) a que realoíente se . 
obtém é (A+B+C]+(a+&+c) ; por tanto, o erro que se commette ficará 
representado por (a + 6 + c). Ora a, 6 e c sSo grandezas que se podem 
tornar tilo pequenas, quanto se quizer, e, por tanto* tambenr (a -H 6 4^ i^ < 
se poderá tornar menor que toda e qualquer grandeza assignada. 

Subtracção. Seja A o diminuendo e B o diminuidor; â sua differença 
será A — B: mas se empregarmos A+a em vez de A, e B— 6 em logâr de 
B, obteremos a differença A — B + (a + 6); e por tanto será {a + b) o erro 
comroettido. Ora, sendo a e b susceptiveis de decrescer abaixo de toda a 
grandeza, também (a-f 6) se poderá tornar tão pequena, quanto se quizer» 

Hultiplicação. Sendo A e B os factores exactos, e designando por (A + a) 
e (B + b) os factores empregados, a differença entre os dois productos será 

(A + a) (B + 6) — AB = A6+Ba + a6 = A6 + (B + 6) a; 

d'onde se concluo que se poderá determinar o producto com aproximaçio 
indefinida. 

Divisão. A é o dividendo e B é o divisor. 

Empregue-se A+a em vez de A, e B<-^ em logar de B; a diffeiwM 
dos quocientes será {*) 

A-+0 A (A+fl) B (B-6) A A6+Ba 
B — 6 Y^{B^b) B (B— 6) b"^(B— 6) B* 

o que demonstra a proposição com referencia ao quociente. 

\ 

e designada; mas, como na sciencia de que tractamos, as grandexas têm de ser 
expressas por números, e estes» quando são incommensuraveis, não podem ser 
aproveitados totalmente, reatava demonstrar que, neste caso, o resultado final da 
operação numérica podia ser determinado com a aproximação que se pretendesse 
(Vej. a nota •). 

(•) Veja-se mais adiante a regra para sommar razõeSf 

A dêducção d'e88a regra não depende da doutrina que estamos expondo. 
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Elevação a potencias. Applíca->ie a demonstracSo que já se ^eu para 
a multipKcaçSo. 

« 

Extracção da raiz quadrada. Designemos por A o numero a que pre- 
tendíamos extrahir a raiz quadrada. . 

Empregando A + a em logar de A e designando por h o erro da raiz, 
teremos 



K 



A + a-KA = A- 



Posto isto, faça-se (/ A =: « ; 



ierá .^A + a = aj + fc» 

logo A + a = {x + A)*, 



ou ' a^=^2hx+h^>2hXf 



e, em consequência ^^õ" * 

d'onde se deduz a verdade da proposiçfio enunciada, com referencia á raiz 
quadrada, por ser a iodefinidamente decrescente. 

Extracção da raiz cubica. Empregando a mesma notaçio da operaçSo 
anterior, teremos 



^ A + a^ v^AcHsA. 



Pontuioios i^ A=^x: 



será V A-f-a=a; + A^ 

logo A + a=í(«fA)* 
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ou a='9»*h+3xh*ik*>3íi^, 

e por tanto k< -rr-^. 

ScHOLio. Nas considerações anteriores tivemos especialmente em vista 
demonstrar a possibilidade de determinar numericamente com aproximaçlo 
indefinida o resultado das operações, quando os dados se refiram a gran- 
dezas incommensuraveisf mas as relações, que obtivemos, entre os erros 
dos dados e o do resultado de cada uma das operações, sfio também pró- 
prias para se assignar por meio d'ellas um limite a este ultimo errOj quando 
os primeiros forem no sentido que suppozemos. 

Assim, por exemplo, querendo apreciar o erro commettido na avaliação 
do producto K2K3, suppondo que empregávamos, em logar de |/^2« 
de K 3, os seus valores aproximados, pof* excesso, até á casa das mille^ 
simas, a saber, (/2 = 1,41S, Í/S= 1,733; teremos, comparando estes 
' números com as letras por que representámos os factores quando se tractou 
da multiplicação, 

A < 1,415/ 8 + 6=1,733, a < 0,001, 6 < 0,001, 

« 

e logo, designando por e o erro do producto, será ' 

«< 1,416 X 0,001 + 1,733 x 0,001 » 0,003148. 

Do mesmo modo se procederia a respeito de qualquer das outras ope- 
rações. 

£ quando os erros dos dados forem em sentido differente do que sup- 
pozemos (sendo por excesso o que tinhamos supposto por defeito, óu více- 
versa), acharemos primeiramente as relações geraes entre eljes e o erro do 
resultado, e depois calcularemos como precedentemente o limite do erro 
correspondente á operação «de que se tractar. 

Supponhamos, por exemplo, que pretendiamos apreciar o erro do pro- 
ducto J/ 21^3, proveniente de se empregar, em logar de K2, o seu valor 

aproximado, por defeito, até á casa das millesimas, *^2 = 1,413, e, em 
logar de K 3, o valor aproximado, por excesso, até ás millesiaias» a saber. 
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f/3 ^ 1,733. Neste caso devemos representar um dos factores por 

e o outro por B + 6; e, se a erro do producto for por excesso (*), para 

o representar, teremos 

è=3(A — a) (B + 6) — AB = (A— a) B-h(A — a) 6«-AB = 



[ =AB — aB + A6 — oé — AB==A6 — aB — a6 = A6 — a(B f 6). 

Será pois 

« < A6 + a(B + 6), 

e logo «< 1,415 X 0,001 + 0,001 x 1,733 =0,003148. 

f 

Se o erro do producto for por defeito, teremos 

« = AB — (A— a) (B + 6); 



e« procedendo depois como no caso anterior, chegaremos á mesma con- 
clusSo. 



(*) Como um ilos factores augmentoa e o outro diminuiu, pôde o producto 
achado ser maior ou menor que o procurado. 
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PRIMEIRA SECÇAO 



DAS PROPORÇÕES, PROGRESSÕES E LOGARITHMOS 



CAPITULO I 



RasAeft 



97. Chama-se Razão ao resultado da comparação de duas quantidades, 
ou se considere o excesso de uma sobre a outra; ou o qiu)ciente da di- 
visão da primeira pela segutkda. 

£ pois claro que ha duas espécies de razões, conforme as quantidades 
se comparam por meio da subtracção ou da divisfio. 

Ao resultado do primeiro modo de comparação chama-se razào por dif- 
ferença, ou razão arithmetica; ao segundo, razão por quociente, razão 
geométrica ou simplesmente razão. 

Assim a rázSo arithmetica de 12 para 4 é 12—4=8; a razio geome- 

trica entre os mesmos números é — - es 3. 

4 

Em geral, a razio por differença entre, as duas quantidades a e 6, é 



a — b^=df se for a > 6, 
ou 



fr — > a es d', se for 6 > a ; 



/ 
I 
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I 

a razdo geométrica é sempr s qualquer que seja a grandeza relativa de a 
e 6, 

a a I 

— ==q, ou — = -y, 

sendo q^ o quociente da diviíão de b par a% quando for b dinsivel por a. 
Ás duas quantidades còMpsifâdcl^ ch^itiaiti-sd tèrfnos da razão. O pri- 
meiro termo toma o nome particular de antecedente; o segundo de conse* 
quente. 

' 98. Razões arith>ietigas. As propriedades d'estas razões nio podem 
ser sendo as consequências directas das leis da identidade, e por isso: 

1.^ Dma razào nào se altera, quando aos seus dois termos se ajunda 
ou tira a mesma quantidade (n^** 6, 4<^). 

E com effeito, designando por d a razão arithmetica de a para 6, isto é« 



a 



d. 



teremos, qualquer que seja c, 



(a + c) — (6 -+- c) «=a d, e (a -^ ^) -^ (6 — c) *«» d, 
logo 

a — b = (a + c) — (6 -h c) == (a — c) — (6 — c) . 



2/ Ajunctando ao antecedente ou sublrahindo do consequente uma quan* 
tidadèi a razào áugmentà da mesma quantidade (n/ 6, 5.^). 
Na verdade» sendo sempre 

a — 6 = d, 
teremos 

(a -Hc) — 6 = d + c, a— (6 — c)==d + c. 

3.^ Subtrahindo do antecedente ou, ajunctando ao consequente uma 
quantidade, a razão diminut ia mesma quantidade (n.^ 6» 6/) 



\ 
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Com effeito de 

a — b = d 
dedoz-se 

(a — c) — b=:d -^c^ a — (6 + c) = d — e. 

Do primeiro principio deduz-se immediatamente que : 
4.* Para reduzir duas ou mais razões a terem o mesmo eonsequente, 
ajuneíe^se respectivamente aos dois termos de cada razão o excesso do 
fnaior consequente sobre cada um dos consequentes das outras. 
. Assim querendo que, na serie de razões ^ 

12 — 4, 5 — 3, 11— 8. 



os consequentes sejam os mesmos; ajuncte-se aos dois termos da primeira 
raz9o o numero 4 (excesso de 8 sobre 4) ; aos dois termos da segunda 5 
(excesso de 8 sobre 3) ; e aos dois termos da terceira zero (excesso de 8 
sobre 8)» isto é, conserva-se esta razão como está; e teremos 

16 — 8, 10 — 8, 11—8. 

99. Razões gechetricas. Estas razSes, quando expressas pelos seus 
dois termos, podem considerar-se como representando outros tantos que- 
brados; 6 por isso não só gosarão de todas as propriedades d estes, mas as 
suas operações fundamentaes estarão sujeitas ás mesmas regras (n.^^ 64 
a 70], com tanto que mudemos as designações de numerador e denomi- 
nador em antecedente e consequente. 

Assim: 

1.® Uma razào não se altera quando se multiplicam ou dividem os seus 
dois termos pela mesma quantidade (n.* 59, corol. II). 

Com efieito seja^ç a razão entre a e 6, ou 



b 

K 

será 



a 



= 69, 
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logo 

am = bqm = (6m)ç, 

e por tanto 

am a 



Analogamente para a segunda parte da proposiçSo. 
2.^ Multiplicando o antecedente ou dividindo o consequefUe por uma 
quantidade, multiplica^-ie a razão pela mesma quantidade. 
Com effeito de 



resulta 



donde 



— =-ç ou a = bq 



am se 69111 =s b{qm) 



am 



e também 



tu III 



donde 



a 
m 



3/ Dividindo o antecedente oh multiplicando o consequente por uma 
quantidade, divide^se a razào pela mesma quantidade. 
E na verdade de 

-^=ç ou a = 60, 
o • 



ISI 



resulta 



n bq q 

III m tn 



e por taDto 



m 9 

^i^Bia -~~^ ^^^ • 

6 m 



» 



e também 



a esftflf X — = (6m) X — , 
in III 



e por IS80 



— = ± 
bm m 



Deduz-se, como corollario do primeiro principio, que: 

4.^ Para reduzir duas ou mais razões a terem os mesmos consequentes, 

tnultipliquem-se os dois termos de cada razão pelo producto dos consc" 

quentes de todas as outras {n.^ 63). 
Assim, querendo que na serie de razões 

_3^ 4 2 

B • T' T' 

08 coDsequeotes sejam os mesmos; teremos, practicando esta regra, 

189 180 70 
3T5' 3Í5' 31B' 



tst 



CAPITULO II 



ProporçAes 



100. Ghama-se Proporção á expressão que indica a egualdade de 
duas razões representadas pelos seus termos. 

A proporçSo chama-se arilhmetica ou equidiff^erença, quando as razões 
que a compõem são por differença ou arithmeticas; ,e geométrica ou sim- 
plesmente proporção (*)» quando estas razões são por qiMciente ou geomé- 
tricas. 

Desta maneira, querendo indicar que as quatro quantidades a, b*, c, d, 
formam uma equidifierença, escreveremos 

, a — 6 =3 c — d, 

ou, por convenção, 

a . b : e . d 

è 

e lé-se : a está para b como c está para d ; e querendo indicar que as 
mesmas quantidades formam uma porporçSo geométrica, escreveremos 

, a c 

ou, por convenção, 

a \ b :: c : d^ 

e lê-se : a está para b assim como c está para d. 



(*] Os termoa razão e proporção são mais particularmente appHcados ás razões 
e proporções por quociente ; e é por isso que, quando se falia de razão e proporção 
sem especificar a sua natureza, entende-se sempre que se tracta de razão e proporção 
geométrica. Somente por analogia é que se applicaram estas designações á differença 
entre duas quantidades e á equidifferença. 



fS3 

Em qualquer doestes casos chamam^se extremos aos termos a e b; e 
meias aos termos b e e. 
A proporção chama-^se contínua, quando os meios sfio eguaes, isto é* 
. (ottíc; é ent&o pode-se também escrever, sendo arithmetica, 






T a . 6 . d. 
e, sendo geométrica, 

"rr a : b : d. 



Proporçõis arithmeticas ou equidifferenças 

101. Theorema fundamental. Em qualqtAer equidifferença a somma 
dos extremos i egual á somma dos meios. 

Seja a . b : c . d 

ou o— 6==c— d (1) 

ajunctando aos dois membros d'esta egualdadc 6 + d, teremos 

a — 6 + 64-d-c — d-f-6-hd, 



0U9 simplificando, 

a-+-d = 6 + c (2). 

CoRQLLARio 1. Em qualquer equidifferença continua a somma dos ex- 
tremos é egual ao dobro do meio. 

Porque, sendo então 6=c, a formula (2) dá 



a + d = 6 + 6 = 26, 
ou 

a -h d 

6=-i^ (3); 

logo : 
O meio arithmetico de duas quantidades 4 egual a semi^-somma das 
mesmas quantidades. 



t 



\ 
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CoROLLARio II. Se tivermos quatro quantidades taes, que asommade 
duas d'éllas seja egual á somma das outras duas, sempre com ellêi êê 
pode estabelecer uma equidifferença, dispondo as quatro quantidades de 
modo que as duas que formam uma das sommas occupem o lagar de meios, 
e as outras duas o de extremos. 

Porque, se for (2) 

a + d = 6-+ c, 



subtrahindo dos dois membros d'esta egualdade as duas quantidades 6 e d, r 
teremos 



ou, simplificando, 

a — d =3C — d. 

CoROLLARio III. Qualquer extremo de uma equidifferença é^egual á 
somma dos meios diminuída do outro extremo: um meio é egual á somma 
dos extremos diminuidatdo outro meio. 

Com efieito, subtrahindo successivamente dos dois membros de' (2) 9, 
d, b e c, resulta 

d=6 + (j-'-a, a = 6-|-c — d' 



a-^d — 6 = c, a-|-d — c«=6. 



Proporções geométricas 



102. Thborema fundamental. Em qualquer proporção o producto 
dos extremos e egual ao producto dos meios. 



Seja a:6::c:d (4) 



^" -r=-^ (8)- 



b d- 
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I 

Reduzindo estas razões a terem o mesmo consequente (n.^ 99, 4**'), te- 
remos 

ad be 

'bd~W 

• 

e por consequência 

ad = bc (6). 

f CoROLLARio I. Em qudquer proporção continua o produeto dos ex^ 
iremos é egual ao quadrado do meio. 

Porque» sendo então 6 = c» à formula (6) dá 

a(ic=76^ ou 6= y/ad (7); 

logo : o meio geométrico entre duas quantidades i egual á raiz qtMdrada 
do produeto d'eslas quantidades. 

CoROLLARio 11. Se tivermos quatro quantidades taes, que o produeto 
de duas d*ellas seja egual ao produeto das outras duas, sempre com ellas 
se pode estabelecer uma proporção, dispondo as quatro quantidades de 
modo que as duas que formam um dos productos occupem o logar de 
meios, e as outras duas o de extremos. 

Porque, se for (6) 

ad = 6c, 
dividindo os dois membros por bd, teremos 





ad bc 




bd bd' 


ou, simplificando, 






a c 

b d ' 



CoROLLARio lU. Qualquer extremo de uma proporção i egual ao pro^ 



126 

dueto dos meios difridido pdo outro extremo : um meio é egwA . ao prO' 
dueto dos extremos dividido pelo outro meio. 
Porque de (6) tíra-se 



a 


bc 


àd 


^ b. 
c 



CoROLLARio IV. Attendendo ao theorema fundamental podemos, sem 
que a proporção deixe de subsistir, fazer as seguintes mudanças na collo- 
cação dos seus termos : ^ 

1 .® alternar os meios ou os extremos, o que transforma a proporçSo 

(4) em ^ . • 

a:c::b:d, ou em d:b::c:a. 

2.® altimosr os meios eom os sxtremes , o que dá 

b:a::d:e. 



3.® alternar eu dtMs razões: o que dá 

c:d::a:b. 

E é claro que a proporção subsiste; porque* em qualquer dos casos, 
sempre o producto dos extremos é egual ao dos meios. 

103. Theorema. Se tivermos duas proporções, e as multiplicarmos ou 
dividirmos termo a termo^ os productos ou quocientes, que ddhi r^iti/- 
tarem, ainda estarão em proporção. 

Sejam as proporções 

a:b::c:d ] 

(8). 

o':6'::c':d'| 



• i 



00 
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a c a! d 



multiplicando estas dua^ egualdades membro a membro, teremos 



(mI cc' 



66' dâl' 



/» ' 



/ 



ou ao!* 66':: cc': dãl. 

O mesmo terá logor, como é fácil ver, quando forem mais de duas as 
proporções. 

Das duas proporções (8) dedux-se 

ad = be, a'd'=b'e' 

s 

que, divididas membro a membro, ddo 



ad be 
i?d'^6V' 

a d b c 



ou 



a' ^ d' 



I "^ At Kf "^ J • 



OU (n."" l02, corol. 11) 



a' • 6' •• c' " d' 



e qcre itenionstra a segunda parte do tbeorema. 

104. Thborbha. Se elevarmos t&dos os termos de uma proporção ú 
mesma potencia^ ou lhe extrahirmos raizes do mesmo grau^ os restdtados 
ainda estarão em proporção. 
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I 



Seja a proporção 

a :b :: e : d, 



ou — = — (9\ 

6 d ^ ^' 



elevando os dois membros á potencia m, teremos 



(t)=(t)" 



ou (n."" 69) 

isto é, 

Da mesma maneira, extrahíndo a raiz do grau m aos dois membros da 
egualdade (9), será 






ou (n.» 70) 



b 



fJI y IRy 

V a V <? 



isto é, 






106. Thboreha. Em qualquer proporção a somma ou differença doi 
antecedentei i para a iomma ou differença dos conseqtíenleê^ como çuoZ- 
quer antecedente é para o $eu consequente. 

Seja a proporçSo 

a:b :: c : d, 



ou alternando os meios 

a : e :: 6 : d, 
a que se pode dar a forma 

a _b 
ajunctando ±i m ambos os membros, teremos 






ou 



ou 



a±e bdtid 
c d 

a±:c :b±:d ::c : d :: a : b. 



i 



106. Tbborbma. Em qualquer serie dé razões iguaes a somma dos 
antecedentes é para a somma dos consequentes^ como qualquer antecedente 
é pata o seu consequente. 

Seja a serie de razões iguaes 



a e e g 



• • 



e designe r o valor commum de todas estas razões ; teremos 



a==6rt e=idrf e^=fr, g=zhr. . .. 
logo 

a+c+e+g+ . . .=6r+dr4-/r+Ar-|- . . . =(6H-d-h/'+Jkrt- . . . )r, 
1 



ISO 



e por consequência 






6-í-d + /'+/H- ... 6 d í h 

ouy o que vale o mesmo, 

a+c+e+g+. . . :b+d+f+h+ ::a'.b::c:d::$:f:iff:h:t 



, ' 



CAPITULO m 



Prog;ressftes 



, 107. Cbama««e Progressão uma serie de termoi, cada um doi qmaes 
íem para o ieu anlecedenle ou para o seu eonuquente uma razào^ eoi^ 
stante. 

Se esta razão é avaliada por meio da sfÂÒtraeçao, a prêgreuão cba- 
ma-se arithmetica ou por differença; se é avaliada por meio da divisão f 
a progressão toma o nome de geométrica ou por quociente. 

Uma progressão diz-se crescente ou ascendente, quando os seus termos 
augmentam successivamente ; decrescente ou descendente ^ quando ^ pelo con- 
trario, os seus termos diminuem. 

A razão de uma progressão ariUimetica avalia-se, subtrabíndo de qual- 
quer dos termos o seu antecedente ou o seu consequente, conforme é 
crescente ou decrescente. 

A razão de uma progressão geométrica avalia-se sempre; dividindo qual- 
quer dos termos pelo seu antecedente. 

É pois claro, que quaesquer ttes termos successivos de uma progreaôío 
formam uma proporção continua ; e por isso podemos também defiifir: 

Progressão i a proporção continua, dilatada a mais de três termos. 



lâi 



.... • y 



Progressões arithmeticas 

1 08. Thborbma I. Qualquer termo de uma progressào arilhmetka é 
igual ao primeiro, mais ou menos a razão repetida tantas veseSf quantos 
são os termos antecedentes: mais, se a progrehãò i cHèceniè; nlihàSp ié i 
decrescente. 

Seja n 4- 1 o numero dos termos da progressão 

ra.b.e.d f h.i.Lm i. (.() 

■ 

e r a sua raz9o« 

Teremos, conforme a pfogressSd for crescente oli decrescente e depois 
das definições, 

0e=i6=br=ei±: r dr r iítá a ifc 2r, 
d'Bsedtzr=ssa:izir±r = a dtSr, 

logo, por inducçio 

m^*sa±nr (2). 

Thmmvíi III Qãálqúer tetthif áè ismá pi^b^rèMo áriihiàeíieá i igual' 
ao ultilm^ ffMnof ms rMtf a raiàé, thpmidá táútaá Uiii^ quantos são os 
Sefmos seguinses. 

Gom efeito, pMa definíf Sd^ Mittòs 

l=sm qi r, 

• = / zf, ^=i=mz^ fzftri^m qz 2r, 

fc = t q: r s=m :;: 2r Hir= m :p 3r, 

e assim successivamente. 

Logo, chamando f o termo que tem t termos depois de si, teremos por 
inducçSo 

f=,m:^tr (3). 



m 

Resulta doesta disposigio que os termos correspondentes nau diMK ppou 
gressSes sSo equidistantes dos extremos ; e por isso, addicionando estas pro- 
gressões termg a termo, a soprima resultante oompor-se Jia tqptas vezes da 
somma dos extí^emos, quantos termos ha na progressão proposta» e alem 
d'isso será dupla de S; logo será 



e por consequência 



2S = (éi-J-m) {»+!), 






Ppogressies geometríMB 



f 10. Theorema IV. Qualquer (^r^ic) df, ufi^ç JMF^^ff^flp g$pmifiçn. i 
igual ao producto do primeiro pela razão elevada a um expoente igual 
ao numero dos termos antecedenffs. 

Seja n + 1 o numero dos termos da progressto 

^ a:b:c:d: . . . :f: . . . :A:i:/:m (6) 

era razão. 
Teremos peia definicfto 



bzsaar^ 



e = brí=ar xr = ar^t 



d ^ssz cr := ar^x r = ar^^ 



e assim successivamente ; logo, por inducçSo, 



« . 



m^ar^ (6). 
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Thborsha V. Qualquer termo de uma progressão geométrica 4 igual 
ao vUiww, dimdido pela razão eletada a um expoente igual ao numero 
doê termos' nguintes. 

Com effeito, pela definição» temos 



l 


m 

r * 




m 


l 

t = — 

r 


r m 
— r—r^' 




m 


• 

t 

r 


r* m 



G assim saccessiYamente. 

LogOy chamando f o termo que tem t termos depois de si, teremos, por 
ÍQducçSo 

CoaoLLABio I. Para inserir am numero qualquer de meios entre dois 
Uvmero» a e m« basta conhecer a razdo; e como (6) dè 



m 



e depois/ extrahindo a raiz do grau n 60S dois membros 



r=y!!LJ7 



p+1, 

m 



(7), 



■l 
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9egue-9e que : 

Para conhecer a razão, devetnoi dividir o tUiimo termo pelo primeiro 
e extrahir do quociente a raiz do grau igtêal ao numero de meioe mais um. 

CoROLLARio II. Do corollario antecedente 8e conclue que: 

Se inserirmos entre cada dois termos consecutivos de uma progressão 
geométrica dada o mesmo numero de meios — lodos os meios inseridos e 
os lermos da progressão primitiva formarão ainda uma progressão. . 

CoROLiARiO III. O producío de doisUrmos equidistantes dos extremos 
i igual ao producío d' estes extremos. 

Sejam na progressão (S) c e i dois termos equidistantes dos extremos 
a e m^ e supponbamos que o numero de termos* que estão antes de e e 
depois de i e (, teremos (theor. IV e V) 



logo 



c- 


= ar^9 


m 


m 


t- 


ff 


cx i 


^axm. 



Esta igualdade mostra que: 

Dois termos quaesquer equidistantes dos extremos formam com estes 
uma proporção geométrica, na qual os termos equidistantes dos extremos 
são^ ou conjunclamenie meios^ ou conjunctamenle extremos. 

111. Theorema VI. A somma S dos termos de uma progressão geomc' 
trica crescente i igual a differença entre o producto do ultimo termo pela 
razão e o primeiro, dividida esta differença pelo excesso da razão sobre 
a unidade. 

Designando por S a sonima dos termos da progressão (6) será 

S = a + 6 + c + á + +h^i^l + m (8) 

e por consequência, 

Sr = ar + 6r + cr + dr -h + hr + ir + lr + mr^ 



137 



00, attend^ndo a que é 



ar -~ 6, br=sc, er^- d ir = l, Ir^m^ 

teremos 

Sr = 6H-ç-f- d -!-« + .. . .+ t + / + m + mr (9): 



e visto ser r>l, e por consequência Sr>S; podemos subtrahir (8) de (9) 
membro a membro; donde resulta, feitas as simpliGcaçÕes, 

Sr — S ou S{r — l)cs=smr — a, 
donde 

_ mr —a ,.^. 

S= 10. 

r — 1 

ScHOLio. Se a progressão (5) for decrescente; como então é r<l, e 
por consequência S>Sr, teremos de subtrahir membro a membro a igual- 
dade (9) da (8) o que dá 

S— Sr ou S(l —r) = a —mr, 
donde 

* a — mr ,^^. 

S = -3 11). 

1 — r ^ ' 

Logo: 

A somma S dos lermos de uma progressão geométrica decrescente i 
igual á differença entre o primeiro termo e o producto do ultimo pela 
razào, dividida esta differença pelo excesso da unidade sobre a razào. 

112. Devemos notar, que no caso que estamos a considerar, o ultimo 
termo da progressão será tanto menor, quanto maior for o numero dos seus 
termos. Poderemos, pt>is, tomar sempre um numero de termos suRiciente- 
mente grande, de maneira que m e á fortiori mr, vistq r ser uma fracção 
própria, seja tão pequeno, quanto se quizer. E como esta quantidade é a 
differença entre a e a — mr, conclue-se, que poderemos sempre fazer que 



I 



m 



a differença entre estas duas quantidades, e, por consequência, a diffèrençt 
entre 



a — mr a 
e 



l_r i_r' 



sejam menores que qualquer quantidade dada. 

Aiuiim a segunda expressão será o limite (*) da primeira, isto 6, o aea 
valor, quando o numerQ dos termos da progressão for infinito, caso eoa que 
será m=^0. 

Logo: 

A somma dos termos de uma progressão decrescente ao infinito^ acha-^ 
dividindo o seu primeiro termo pelo excesso da unidade sobre a rasUlo, 



AppIicaçOes 



113. I. Vm viajante quer fazer uma jornada em A dias, andando em 
cada dia mais 5 léguas^ que no antecedente, Vé^se que no úUimo dia i 

obrigado a andar S9 -^ léguas. Quantas terá de caminhar no primeiro 

dia ? Qual é o nuviero total de léguas que tem de percorrer ? 

Fazendo na formula (2] m = 29,5, n 3=9 3» ir = 3 
temos 

a9,5;x»=a + 3 X 3 
logo 

a = 29,5- 9 = 20,5. 



I I .. Kl..! H l ..1 1 1 1 ■ i l li '■■ i. i ii m -t. p 



(•) CbaAa-se em geral lirmite á% uma i|Daiftlid»de variável, a (}oantklade con-' 
9UdU, da quji^l a variável se pode ap^roiinaar Indcbúéamentc, ma» sem MMica 
poderçqi f er çígojros^n^.^QtiQ ijf iMej. 



m 



Depois a formula (4) dá 



II. Vm jogador perdeu mw^(u partidas ei^eesiivas: a primeira foi de 
&^ , a ultima de 102*^ e cada uma das intermédias excedeu a antece^ 
dente em 12^^ . Quantas libras perdeut QtÂantas partidas? 

Temos a = 6, m=102, r= 12; 

logo substituindo na formula (2), 



donde 



depois 



e finalmente 



102 = 6 4- n. 12, 
102 — 6 = 11.12, 



102-6 96 ^ 
^ = —12-^12"==®' 



n+l = 8+l=9. 



/ 



Agora pela formula (4) acbaremo» 

ni. Formando 18 linhas de balas^ cad(» wna das qttaes tenha menos 2 
do que a antecedente, e sendo o numero total das baliu 360 : quantas tem 
a ídtima linha? Quantas a primeiral 

Temos n+l==18, r = 2, S = 360. 

A fo.rn\vlft (Sí)*44 

m = a -^ 17 X 2^ a T- 34, 
logo 

mthatai2a^344 



! 



IM 



( 



e por conseguinte (form. 4) 



donde 



360=~x 18(2a — 34) = 9{2a — 34) = 18a — 306, 



360 + 306 = 18a, 



ou 666 = 18a, 



666 _ 
e a = -7:r- = 37. 



E como temos 



será 



18 



m e=s a — 34 



m=37 — 34 = 3. 



IV. Um individuo jogando^ a dobrar, contra ouiro^ perdeu 1 vezeg 
iuccessivas. A primeira parada foi de 3^^: de quanto foi a ultima? Qual 
a perda total f 

Temos o = 3, r = 2, n-hl:=10. 

Substituindo na formula (6) temos 

• » 

m = 3 X 29=- 3 X 812 = 1536. 

Depois a formula (10) dá 

„ 1536x2—3 ^„^„,, 
S== — -— =3069"> . 



V. A população de uma cidade augmeniou de tal maneira^ que de 
10:000 habitantes se acha, no fim de 5 annos, elevada a 14:641. Qual 
foi a razào do augmenlo? 

Temos a = 10:000, m= 14:641, n+l = 5. 
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A formula (7) dá 




4641 ^^^14641 ^'121 ll_| * 



10000 10 10 10 10 



VI. Seja a fracçSo decimal periódica simples 

0,(234) ' 
que se pode escrever assim : 

0,234-H),000234+0,000000234 + 0,000000000234+ 



Ê claro que a fracçio decimal escripta d'e8ta maneira representa a somma 
dos termos de uma progressBo geométrica decrescente ao infinito, cujo pri- 
meiro termo é 0,234 e a razSo 0,001 : logo o limite do valor d'esta fracção 
será (n.<* 110) 

0,234 0.234 234 



1—0,001 0,999 999* 



resultado conforme com o que se achou (o.* 78, 2.*). 
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CAPITULO IV 



liosarlthmos 






i 1 4. Chamam-se, em geral, Logarithmos aos números em progressão 
arithmeticà^ que correspondem tef0fífò ú termo aos números em progressão 
geométrica. 

Para que o emprego dos logaritbmos seja vatftájósó, é ptècfáo, éStn6 Io^6 
veremos» que ua proporção por differença haja um termo igual a zero^ que 
corresponda mr ffBfifrtiSèú por qvocienU a irtl tendd igttlii á unê. 

Sejam pois, para maior simplicidade, zero e um os primeiros termos das 
progressões. ' * 

^ í:a:b :e:d:ê :J:g: ífumeros 

T 0.a/.b'.cf.d'.e'.f.g' Logarithmos 

será O o logarithmo dé 1 , a^ O d«r a, li' 6 de 6 e assim successi vãmente. 
Podemos pois deBnir: 

Logarithmo de um numero i o termo da progressão por differença quê 
principia por zero, correspondente ao termo da progressão por quoctente 
que principia pela unidade. 

Em virtude dos theoremas I e IV (n."^ 108,/110), e representando sf 
' e s dois termos correspondentes nas duas p;rogress9es,- ti o numero dos 
termos que os precedem, e W e r as respectivas razões teremos 

s^t=snxr' 



e d'aqui se deduz o principio fundamental da tbeoria dos logarithmos: 

A razão entra^ tantas vezes por parcella num termo da progressão par 
differença^ quantas entra por factor no termo correspondente da progressão 
por quociente. 
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I 

£ é fácil de ver, que este princípio nlo teria logar, se as progresMei 
bSo estivessem nas condições que lhe imprimimos. 

Como as razOes das progressOes podem ser quaesquer, segue-se que : o 
mesmo numero pode ler uma infinidade de logarithmoê lodos differenles; 
e que o mesmo logarilhmo pode periencer a muitos e diversos números, 
i^nforme fizermos variar a razío da progressio aritbmetica Ou a da pro- 
gressão geométrica. 



f 
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Propriedade dos Logarithmos 



115. 1.* O logarilhmo de um produelo é igual d somma das logari' 
ihmoi dos faelores. 

Sejam $' e i dois termos quaesquer da progressio aritbmetica que te- 
nham antes de si — o primeiro m termos e o segundo n; e i e ^ os dois termo» 
correspoqdentes na progressão geométrica; teremos 

e por consequência 

sf+t!=r'{m+n) 

• • 

logo íf-j^l' e sxl serio dois termos correspondentes — o primeiro na 
progressio aritbmetica e o segundo na geométrica — visto que neste entra 
a razio tantas vezes por factor, quantas entra por parcella naquelle ; e por 
isso 

log {sxi] = s' + tf. 

Porem, como cm virtude da definição, é 

j'=s log i e l^= log l 



tu 

I 

será 

log (j X O = log 9 + log f . 



Idêntica demonstração teria logar para mais de dois factores. 
2/ O logarithmo de um quociente i igual ao logarithmo do ditidmdo 
menos o logarithmo do divisor. 

Seja q o quociente da divisão de s por ^ isto é, 



t ' 



será 

e por tanto (1/) 

log9 = log< — logt. 

3.^ O logarithmo da potencia de um numero é igual ao producío d 
expoente da potencia pelo logarithmo d'e$te numero. 
Seja p a potencia n do numero êf isto é. 



será 

p = SXiX ê 



entrando s por factor n vezes ; logo ( 1 /) 



logp = log« + logj-Hlogi+** . = nlogi. 

4.* O logarithmo da raiz de um numero é igual ao quociente da di" 
visão do logarithmo d' este numero pelo indice da raiz. 
'Seja u a raiz do grau n de 5, isto é, 










iU 



^ -^mbros á potencia n, teremos 



ti* = «; 



n log u =3 log $ 

|ogu = -5-. 
n 



• 
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Constracçao das taboas de logarithmos 



. opriedades dos logarithmos, que acabamos de expor, mostram 
é de grande vantagem, porque muito simplifica as opera- 
<ii>f^ -- .ào uma multiplicação a uma somma, uma divisão a uma sub- 

. elevação a potencias a uma mulliplicação e finalmente uma 
. raiz a uma divisão. Ora, para esta vantagem se tornar effe- 
■os os casos, é preciso que, entre todos os termos da progressão 

ite, se encontrem todos os números inteiros 1, 2, 3, 4 ; 

sim ficarão conhecidos os seus logarithmos, que, como cabemos, 

Tmos correspondentes na progressão por diíFerença. Tal é o fim 

icção das taboas de IcgàriíhmoSp isto é, de uma taboa onde se 

scriptos seguidamente os differenles números inteiros desde a uni- 

um limite mais ou menos elevado e em correspondência com cada 

es o seu respectivo logarithmo. 

mos que as razOes das progressões, que servem de fundamento aos 

'^mos, podem ser quaesquer, com tanto que a progressão arithmetica 

jie por zero e a geométrica pela unidade. Escolheremos pois, entre 

iuidade de progressões que satisfazem a esta condição, as seguintes : 

V 1:10:100:1000:10000:100000: 

"(1) 
T 0. 1 . 2 . 3 . * . 5 

se vé, é 10 a razão da progressão geométrica ela razão 
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da progressio arithmetiéa. Logo nostraremos ai vantageiít que iMultam 
d'esta preferencia. 

Chama^ae, em geral, Base dos logarithmos o termo da progreúào 
por quociente correspondente ao termo um na progressão por differença^ Ha 
pois tantos systemas de logarithmos, quantos os differentes valores átlrr- 
buidos á base. 

O systema de logarithmos, de que vamos tractar, chama**«e lyilMia <i#» 
eimal (por ser 10 a base), synema tabtdar ou vulgar (por ser oeata base 
que a maior parte das taboas se acham coostruidas}, e finalmente iysUma 
de Briggs (por ser este o primeiro que calculou uma taboa d'esta espécie). 

Qualquer porem que seja o systema de logarithmos, ficamos sabendo, 
pelo que fica exposto, que : 

O logarithmo da, untdod^ é sempre uro; a da ba$e 4 a unidade. 

117. Vejamos agora como, inserindo entre cada dois termos consecu- 
tivos da progressão geométrica (1) um considerável numero de meioSt po- 
rem constantemente a mesmo (n.° 1 10, corol. II), é sempre possível con- 
seguir que entre elles se encontre a serie natural dos números 1, 2, 3, 

4 ou, pelo menos, números que diffiram doestes tanto quanto se 

quizer. * 

Com effeito, sendo p o numero de meios geométricos, qiie se querem 

inserir entre 1 e 10, entre 10 e 100, entre 100 e 1000, beroos 

qqe a raz&o será sempre dada (o.® 110, corol. ^ pela formula 






+1/ — 
V/ 10. 



Ora, é claro que, quanto maior for p tanto menor será r» portn sempie ' 
>1, visto, ser 10 um numero inteiro: logo [Moderemos tomar p tSo grande 
e por consequência r tão próximo da unidade, que, entre os meios inse- 
ridos dentro dos differentes termos da progresisão geométrica (1) se en- 
contreip os nimeros 1, 2, 3, 4. . .• • . ou números qu^ d'eUe8 diffiram 
muito pouco (Veja-se a nota no fim). Alcançado este resultado, insere^se 
entre dois termos succes^ivo^ da progressão arithmetica (() o mesmo nu- 
mero de m/aios, que se tiveram de inserir entre dois termos consecutivos 
da progressão geométrica, eos que corresponderem aoi termos 1,2, 3... 
d'esta ultima progressão, serão os logarithmos pedidos (n.° 1 13). 

118. PAra evitar o inconveniente de ter de extfahir uma Mif 4e wn 
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grau muito elevado» inseriremos um ló meio entre cnda dois terftios da 
progressio geométrica; depois entre cada dois termos da progressão re^ 
soltante : e assim oootinuaremos repetindo este processo tantas vetes, quantas 
forem necessárias para obtermos uma progressão entre cujos termos se en- 
contrem os números pedidos. l>'esla maneira ficamos reduzidos a extracções 
sttccessivas de raizes quadradas. 

Feito istOt inserem-se de uma só vez, entre cada dois termos consecutivos 
da progressão arithmetica, tantos meios, quantos os que foi necessário in- 
serir entre cada dois termos da progressão geométrica, o que não involve 
difficuldade (n/ 108, corol. I). Desta maneira poderemos obter oslogari- 

tbmoe dos mimeros 1, 2, 3, 4 ou de números que diffiram d'e$tes 

muito pouco, até a um certo limite previamente marcado. / 

E nem ó necessário determinar por esta maneira os logarithmos de todos 
estes números; por quanto conbe^dos os logarithmos dos números primos, 
acham-se os dos outros números por simples addíções e multiplicações. 

Com efieito, conhecendo os logarithmos de 1 , 2, 3, 5, 7, 1 1 

teremos 

log 4=Iog2* =21og2, 

log 6 -log (2x3):= log 2 + log 3, 

log 8c»log2^ =3log2 

log 9 --log 3* =21og3 

log 10 = log(2 X B) = log2 + log B 



Tal é o processo puramente arithmelico, porém muito trabalhoso, . que 
se pode empregar na construcção de uma taboa de fogarithmos. A álgebra 
ensma-nos processos muito mais expeditos. 



Vantagens que resultam da preferencia dada ás progressOea (i) 

1 19. A simples inspecção d'estas progressões mostra : 

l^*" Quê o log€irUkmo da unidaéê seguida de qutúquer numero de zeros 

4 precisamente igual á reuniào de tantas unidades ^uoixtos estes zeros. 
Que os números comprehendidos entre 1 e 10» entre 16 e 100 entre 

100 e 1 000 .... tem os seus logarithmos comprehendidos entre O e I , 



• • 
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eotre 1 e St entre S e 3 . . • • ; e d'aqui se conclue qoe o logaríthmo de 
um numero inteiro, ou de um numero decimal maior que a unidade, consta 
de duas partes: — uma inteira, chamada earaeteriêtica ; e outra uma frac- 
çSo, a que se costuma dar sempre a forma decimal ; e que 

2/ A eafacterístiea do logarithmo de um numero inteiro ou de um- 
numero decimal maior que a unidade é composta de íanlae unidadee menos 
unuíf quantas sào os algarismos da parte inteira do numwo proposto ; e 
inversamente a parte inteira de um numero é composta de tantos alga- 
rismos mais um, quantas são as unidades da característica do seu loga- 
rithmo. 

É por esta razio que, na maior parte das taboas de logarithmos, se nlo 
encontram características. . 

E visto que o logaríthmo de tO £ 1, o de 100 é 2, o de 1000 é 3. . . 
e attendeodo ás propriedades dos logarithmos (n.® 112, 1/ e 2/) ségue-se 
que: 

3/ Multiplicar ou dividir um numero por 10, 100, 1000. . . . cor- 
responde a ajuntar ou subtrahir da característica do ieu logaríthmo 1^ 
^i, 5. . • • unidades. A reciproca também tem logar. 

D'este ultimo principio se deduz, que: 

^^ Quando dois números maiores que a unidade sào compostos 'idos 
mesmos algarismos escriptos na mesma ordem, porém referidos a di ff ca- 
rentes espécies de unidades, os seus logarithmos têm a mesma parte de- 
eimal e só differem na característica. 

Assim a parte decimal do logaríthmo de 3485 é a mesma que a do nu- 
mero 348600; a parte decimal do logarithmo de 69895 é a mesma qóe 
a do numero 6,9895 ; a parte decimal do logarithmo de 230,47 é a mesma 
que a do numero 2304»7. 

B com effeíto 

log (348S00)»log(3485xl00)=log3«86-|-log t00=log348S+2 ; 
log (6989S)rí.|og(6,9896xl0000)=log6,989S+log 10000= 

mlog 6,9898+4; 
log (8304,7) r=,log(a30,47xl0)=log230,47+log 1 0=>log 230,47 ^ 1 . 

120* Nada diremos sobre a disposição e mo das taboas de logarithmos, 
porquanto na introducçlo que acompanha a maior parte d'eilas, vem esta 
doutrina exposta com o máximo desenvolvimento; e por isso pal*a ahi en- 
viamos os nossos leitores. 
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Applícaçdes 



ISl . I. Calcular por meio dos logaruhmoê o valor de 



432B7 X — 



X 



0,038 



Passando para os logarilhmos, temos 



3 

log X = log 432B7 + log — — log 0,038. 

4 



1.* Processo 

3 38 

log — log0,038=log 



4 ^ "^ ' ^ 1000 



tO+log 3 =10.4771213 1 -h log 38= 11.5797836 

-log 4 =-0,6020600 log 1000=: 3,0000000 

t0+log4-= 9.87B0613 10+log0,038= 8,6797836 
4 



log 43267^ 4,6360864 

IO+log4-= 9,8760613 

(lO+log 0.038)c=- 8.8797836 

loga;-= 5.9313341 
x^ 853756,60 



180 



2.* ProcwM 

log 43267= M360664 

log 3 = 0,477(213 

— log 4 sa-0,6020600 

- log 0,038 =-2,6797836 

|Qg4B<B« 6.9313341 
x=^ 863766,60 

II. CakvioT por meio de logarithmot o wdor de 



» = V 0,0004976. 
Temos 

4976 
log 



log 0,0004976 ° 10000000 log 4976 — log 10000000 

loga,^ =_- _ . 



1.* ProcoMO 



tO+log 4976=13,6968804 
— log 100Ò0000=-7,0000000 

to + log 0,000)976= 6,6968804 < 

o qaintoc=r 1,3393761 = — x iO + Íog V 0,0004976= 

6 



o 



=2 + log X, 



logo (n.' 119,3.») 



.=*!j^^,....sm. 
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X* Prooeiso 



logo 



log 0.00Ò4976 == 4.6968804 = 6,(16)968804 
o quinto r=s r,339376 1 =>loga;, 

x=» 0,218468. 



SEGUNDA SECÇÃO 



DÂ8 APPLICAÇÕES DE ARITHMETICA 



CAPITULO I 



Quantidades direeia e InirerMiipieiíte 

praporcianaes 



122. Thkobbm A. A razão de duas grandezas homogéneas é igual ao 
i^iociêntê da divisão dos números que as exprimem, quando estas gran^ 
inas são medidas com a mesma unidade. 

Com eSeito; supponhamos que, medindo as grandezas Àe B com a uni* 
dade Uf achamos que U cabe m vezes em ^4 e n vezes em B; teremos 



^ por consequência 



A m.U m 



(Veja-se n.* 96 V 



123. Sejam, em primeiro logar, iVt^) e l^W duas grandezas de diffe- 
rente espécie» roas ligadas de tal maneira entre si pelo enunciado da ques- 
tão, que, se a Ni^) corresponde iV'(^), a m.N^^) corresponde m.N'i^)f qualquer 



4 ' 
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que seja m. Supponhamos que estas duas grandezas, para um valor par- 
, ticular de tu, são representadas por 

AW e \'»)\ 

e para outro valor de m» por > (1). 

BW e BW) 

Ás grandezas AW e Â'(^) ou B'<^) e fi'(^) cbamam-se eorrespondentêi. 
Ora como £(^) é da mesma espécie que i4M, ha de sempre haver um 
numero tu', que multiplicado por £(^) seja igual a Ai^)^ isto é, tal que seja 

m'.Bl<^) = AW ' (2). 

£ como por outra parte a m^fi(^) ha de corresponder m'.£'(^), segue-se 
que deve ser 

/.B'W = i'W (3), 



porque, d'ovtri forma t ao termo Á^^) eorre8poiid«rÍMi doii tomos de dif- 
rente grandeza [A'^^) e m'.0'(^)], o qne é absurdo. , 
Justificadas assim as igualdades (2) e (3), teremos da primeira 



e da segunda 



logo 



AW 

B(^ = *"' 



AW 






ou (o.° 122) 

E d'aqui se deduz que: 

1 / ^ondo as grandezas corre9pondente$ iV(^) e iVí^) dtpmdim mUre si 
de tal maneira, que a m.N[^) eorrespende m.Ni^) (caso em ifue se dizem di- 
feotanente pjtoj^rcionme^ ou em raySo directa) as tiHm#rai 



que exprimem eiloê dua$ grandezas em dois dos seus differenles esíados, 
formam uma proporção da forma (4). 

Supponhamos agora que ISi^)^ correspondente de iVW, é tal que a m.Ni^) 

corresjponde — .iV(^); e conservemos todas as mais notaçOes e convenções 



antecedentes. 

Gomo B(^) é da mesma espécie que i4(^), ba de sempre haver um nu- 
mero m"f que multiplicado por J}(^) seja igual a A(^)^ isto é, tal que seja 

iii".«W— iW (8). 

B eonot por outtra parte» a m''.B^^) ha de corresponder ^^^.VW; se* 

gttMt que deve ser 

\.B'm^Am (6). 



porque, d'outra forma, ao mesmo termo AM corresponderiam dois termos 
dedifferente grandeza I A^^) e --j^.BWu o que é absurdo. 
Justificadas d'esta maneira as igualdades (5) e (6), teremos da primeira 



e da segunda 



logo 





»m". 


ffW 

A'W ~ 


= m''; 


ÀW 


B'(») 


Bi*)"" 


■ aw 



ou (n.*> 182) 
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Donde se conclue» que: 

2.^ Quando as grandezas correspondentes iV(^) e N'l^) d^ndem entre 

si de tal maneira, que a m'.iV(^) corresponde —j.Ni^) (caso em que se 

dizem ioTersamente proporcionaes ou em razão inTersa), os 

numeroSf que exprimem estas duas grandezas em dois dos seus differentes 
estados, formam uma proporção da fárma (7). 

1 24. Em vista do que acabamos de expor, conclue-se immedíatameute que: 

Todas as vezes que nos forem dadas duas grandezas homogéneas e uma 
outra de differente espécie, mas correspondente da primeira; e se nos pedir 
uma quarta grandeza da espécie da terceira e correspondente da êegunda; 
podemos achar o seu valor por meio de uma proporção, todas as vezes que 
a primeira grandeza e a sua correspondente estiverem em razão directa 
ou em razão inversa. 

E com effeito ; sejam dadas as duas grandezas homogéneas àW e AM e 
lambem uma terceira Ai^) correspondente a il(^), porem de differente es- 
pécie; e seja pedida a grandeza Xí^) correspondente de BW e homogénea 
com iá'(*). 

Devemos considerar dois casos: 

1.^ Se Al^) e A'W estSo em razSo directa, será, em virtude da pro- 
porção (♦) 

A:B::A^:X (8) 



donde (n."" 102, corol. lU) 



X= — f—. 



2.° Se iá(^) e iá'(^) estão em razão inversa, teremos, em virtude da pro- 
porção (7) 

A:B::X:Â (9) 

donde (n/ 102, corol. lII) 

^ AxA' 
^=-B- 
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CAPITULO II 



Rei^a de ires 



125. A regra de três nlo é mais do que a applicaçSo dos princípios 
expostos no capitulo antecedente à resoiuçío dos problemas, cujo enun- 
ciado contém quantidades taes, que as suas relações slo susceptíveis de 
se exprimirem por meio das proporçOes. 
Podemos pois deOnir: 

Begra de três é o processo que tem por fim a reêoluçào de um pro- 
blema dependente de uma ou mais proporções. 
Divide-se em simples e composta: 

A regra de três é simples, quando no enunciado do problema so- 
mente se consideram quatro quantidades, das qunes uma é desconhecidut 
de maneira que a sua resolução depende unicamente de uma proporção: 
composta, quando no enunciado do problema se consideram mais de 
quatro quantidades, entre as quaes ha uma só incógnita^ de sorte que a 
sua resolução depende de mais de uma proporção. 



Regra de três simples 



126. Para poder formar-se uma proporçio com as quatro quantidades 
^ue, neste caso, se contém no enunciado do problema, é preciso, conforme 
o que se viu (n.® 124): 

1 .® Que ellas sejam homogéneas duas a dtuis. 

2.^ Que as duas quantidades homogéneas conhecidas (a que se dá o 
nome de termos prinolpaes) sejam directa ou inversamente propor- 
donaes (n.^ 121, 1.' e 2.^) ás outras duas quantidades homogéneas, das 
qUaes'uma 4 a incógnita [x) do ploblema. Estas duas ultimas quantidades 
designam-se pelo nome de termos relativos, cada um ao seu prin- 
cipal. 
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ff 

A regra de três simples é directa ou inversa, conforme oi termoê 
principais estão na razão directa ou inversa com os seus relatjíws. 

Para mais facilidade* escreveip-se as quantidades contidas no enunciado 
do problema, quer pertença á regra de três simples, quer á composta, em 
duas linhas horisontaes, chamadas periodos [vej. tabeliã (1)]. Numa d'ellas. 
ficam a incógnita e os termos conhecidos que lhes correspondem ; e na 
outra, que ordinariamente se costuma escrever em primeiro logar, os ler- 
mos que restam, de maneira que os homogéneos fiquem na mesma columna 
vertical. 

127. Appliquemo» estes princípios á r^oluçSo de alguns probleaias. 

PaoBLEMA i.^ Se 9 operários fizeram 7 laeires de ofrra; 44 operários 
quantos metros farão? (•) 

É fácil de ver que as quatro quantidades, que entram no enoireiado dt^este- 
problema, satisfazem ás condições exigidas no numero antecedmle : por . 
quanto, nDo só estas quantidades sdo homogéneas, duas a doas ; mas akida 
a comparação do termo principal com o seu relativo conhecido raostra.qoe 
elles são directamente proporcionaes (n.® 123, 1.*). 

Temos pois, para collocar os números em proporçSo, de seguir a ordem 
em que se acham os termos da proporçSo (4), isto é, depois 4e escrever 
os periodos 

pôr 

»:ll::7:á, 

. _ ■ ■ ■ , ., I ■ I .1 « á 

(^) Ê muito difBcil encontrar nas applicações práctlcas uma propordonalíésde 
exacta, que é o principio fundamental da regra de três. B com effeito, por 8« ditar 
no enunciado d*este problema» que 9 operários fazem 7 metros d'obra, não deve- 

7 
mos concluir que cada um dos operários faz -^ de metro da mesma obra, poíi que 

nem todos os operários tèm a mesma força, a mesma habilidade, etc. Isto mesmo 
acontece na ipaior parte dos problemas; e, no entretanto, não devemos dei&ar de 
fazer uso do principio da proporcionalidade, porque, principalmente sendo grandes 
08 números que se consideram, estabelecem-se compensações, que, d'alguma ina- 
neira, aniquilam os errosl 



tto 



A'mãe ee tira 



âpss — - — =8«,855. 



Problema 2.* Vm viajante anda ÍM kiUnneiros em S horaê: que tempo 
gaitará em andar 45 kilometros? 
Temos ot doii 



22kil 3h 

46 ■- X . 

Como estes termos s9o homogéneos, dois a dois, e a comparaçSo do termo 
principal com o seu relativo faz ver que elles sSo directamente proporcio- 
na$8 (n/ 123, 1.**), teremos ainda (n."" 123, prop. (4)) 

22:45 ::3:a;, 
duende 

22 "<»*",,• 



ScHOLio. Observando a ordem em que se acham escriptos os termos das 
proporções, que respectivamente resolvem estes dois problemas, facilmente 
se descobre a seguinte lei : 

Para resolver um problema pertencente á regra de três simples e directa, 
deve escrever-se a proporçdo de maneira que: o termo principal e o seu 
relativo conhecido occupem o logar de antecedentes^ e o outro termo prtn- 
eipal e o seu relativo desconhecido o de consequentes. 

128. Problema 3.** Se 9 operários empregam 7 dias em fazer uma 
certa obra: quantos dias gastarão 11 operários? 
Os periodos sdo 

ly^p. ■» ■■ !!■■ ■■ ■■■■Hl ■■ Y 

11 ■ ' ■ X • 



160 

Osítermos sSo homogéneos» dois a dois; e da comparaçSo do termo prídH 
cipal com o seu relativo conhecido resulta que elles sSo invenameníe pra^ 
porcionaes (n.* 123, 2.®): logo, para collocar estes termos em proporçio» 
temos de seguir a %rdem estabelecida na proporçSo (7) e por isso 

« 
ou» querendo que a incógnita occupe o logar de extremo (o.^ 102» cor. IV, 

ll:í::7:», 

d*onde 

11 11 



Problema 4.* Um certo numero de operários faz uma obra em IS dias 
trabalhando 7 horas por dia: quantos dias empregará o mesmo numero 
de operários em fazer a mesma obra, trabalhando 9 horas por dia? 

Temos os dois períodos 

7h : 16^ 

9 X . 

As horas e os dias estSo em razão intiersa (n.* 123, 2.®); iogo (n/ 123^ 
prop. (7;) 

7:9::át:15, 



ou 
d 'onde 



9:7:15:a?, 



«== — ' — =11^16'*. 

9 ' 



ScHOLio. Observando a ordem em que se acham escriptos os teroioa dan 

proporções, que resolvem estes dois problemas, facilmente se concluo que : 

Para resolver um problema pertencente á regra de três simples e inversa. 
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deve escrever-se a proporçHo de maneira que : o Urmo principal e o teti 
relaiivo conhecido úccupem o logar de meios e o outro principal eoieure^ 
lativo desconhecido o de extremos. 



Regra de trea compoata 



129. Os problemas pertencentes á regra de três composta resolvem-se 
por meio de duas ou mais regras de três simples. 

Para mostrar» com maior clareza, o processo que temos de seguir na 
resoluçSo d'esta espécie de problemas, tractemos de resolver o seguinte 

Pboblema 6.** Se 20 operários fazem 7 metros de obra em 8 dias ira^ 
balhando 9 horas em cada diaf quantos dias serào necessários para 2o 
operários fazerem 10 metros d* obra trabalhando 11 horas por dia? 

TecQos os periodos ^ 

20«P 7" 8^ 9^ 

25 10 X 11 . 

£ claro, que o numero de dias que procuramos conhecer, depende do 
Dumero dos segundos operários, da obra que tém de fazer, e do numero 
3e horas que trabalham em cada dia. 

Para attendermos a todas estas circumstancias, supponhamos, por um 
poQCOy que a obra que os segundos operários tém de fazer é egual ã pri- 
neira, isto é, a 7 metros ; e bem assim que as horas de trabalho por dia 
também são as mesmas, ou que em logar de 1 1 horas temos 9. Os dois 
periodos 6cam então reduzidos a 

20«P 8** 

25 ' xf f 

^resentando af o numero de dias necessários a 25 operários para lazerem 
7 metros d'obra, trabalhando 9 horas por dia. 
Ora d'esta maneira ficamos reduzidos a um problema da regra de três 

K 



« 

iimpUs e invena, e por isso poderemos achar o valor de x^ por meio dá ,: 

proporçio ' *** 

25:20 ::8:a/ (a). 

É comtudo desnecessário, como mostraremos» calcular este valor, e basta : 
somente raciocinar como se estivesse achado. 

Com effeito; nesta hypothese o problema, que nos occupa agora, é o 
seguinte: Sê 25 operários empregam oí dias em fazerem 7 metros ' 
d' obra f trabalhando 9 horas por dia; quantos dias gastarão os mesmos 
operários em fazerem 40 metros d' obra trabalhando 44 horas por dia? 

Suppondo que o numero de horas de trabalho em cada dia é o mesmo ^ 
nos dois casos» teremos os dois periodos \ \ 

10 ^' 

representando V o numero dç dias necessários a 8& operários para faze- 
rem 10 metros d obra trabalhando 9 horas por dia. E como então temos 
um problema da regra de três simples e directa, poderemos estabelecer ^ 
proporção 

7:10::a?':át" /..(6). 

( . • • ■ 

Suppondo ainda que está conhecido o valor de a/\ fieamos finalmente 
reduzidos a resolver o seguinte problema : Se 25 operários empregam a/' 
dias em fazerem 4 O metros d' obra trabalhando 9 horas por dia ; quantos 
dias gastarão os mesmos operários em fazerem a mesma obra, trabalhdnio 
44 horas por dia? 

Ê claro que a^ incógnita d'este problema é a mesma que a dopròMeMá 
. primitivo, e por isso deverá ser designada pela meamd' ietít íút '^ tUiim 
teremos os dois periodos 

tí^ '. a/fi ^ 

II a, 

O que posto em furoporçto dá» mto m horas eos dias «slirMi èm taxSiS^ 

inversa, , • 
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Para mostrannos agora como nfio é necessário calcular os valores de oí 
e de o/', escrevamos as proporçOes (a), (6) e (e) seguidamente umas por 
baixo das outras; teremos 

25:20:: 8 \(d 

• • • • 

7:10::y :a?" 
11: 9:Mxf':x 



ou (o/ 103) 26<7xll:20Ál0/:9::8xa?'xa/':a/x^'xa: 

oa (n.* 99, !.•) 

25x7x ll:20x 10x9::8:ác, 

d'oDde fitialmente 

20x10x9x8 



X 



25x7x11 



ScHOLio. Observando attentameote o processo empregado na resoluçio 
doeste problema, concluímos que: 

1/ A regra de três composta decompõe-se em tantas regras de ires 
siiúples làenos uma, ou em tantas proporçOes menos uma, quantos s9o 08 
termos de cada um dos períodos. £ com eifeito cada par de termos homo- 
géneos conheci^ produz uipa proporção. 

2.* Cada uma das proporções parciaes resulta da comparação de cada 
par de termos homogéneos conhecidos com os seus dois correspondentes, 
4o8 quaes um é desconhecido. 

3.** O terceiro termo de cada uma das proporçOes é o quarto termo da 
|iroporçSo antecedente : o quarto termo da ultima proporção é a incógnita 
do problema. 

4.** Estabelecidas assim todas as proporçOes parciaes, acharemos a in- 
cógnita do problema, calculando o valor do quarto termo da seguinte pro- 
porção : o producto de todoi om primein^ termos das proporções parciaes 
está para o producto de todos os seus segundos termos; assim como o ter- 
ceiro termo da primeira proporção está phra o quarto termo da ultima. 



• • 
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Regra de J«r« 

i 

130. Begm de juro é o proeesw çue tem por fim aAar a reudíãçèã 
dos problemoi, no$ quaes u pede uma dai quatro quantidades capiud, J 
juro^ taxa e tempo^ quando são dadae as outras três. 

Juro é a renda periódica pagi pelo individuo que pediu emprestada 
uma qualquer quantia (capital) ao individuo que lh'a emprestou. 

Taxa é o juro que vence a unidade de capital na unidade de tempo. 
Ordinariamente toma-se 100 para unidade de capitai, e para unidade de 
tempo o período de um anno ou de um mez» e, algumas vezes, o <fia. 
O mesmo capital produz, durante o mesmo tempo, maior ou menor juro, 
segundo a maior ou menor taxa que se estipula. 

A regra de juro é simples ou composta. 

A regra de juro é timples quando o tempo^ durante o qual esteve a 
render o eapitalp i igual á unidade de tempo adoptada: composla 
quando é differente. 

A regra de juro nfio é mais do que um caso particular da regra de três, 
e por IMO está sujeita ás mesmas leis. 

131. 1.^ Problema gbbal. Qual i o juro produzido pelo capital C 
em t tempo, sendo a taxa a i por cento ? 

Estabelecendo os dois períodos, temos, designando o juro pela letra /, 

100 • 1 

C ; 1; 

logo, chamando x o juro de C na unidade de tempo, e attendendo a qne 
o capital e o tempo estSo na razáo directa, será 

100:C::(:a; 



ou 100:C :«::<:> (o), 



/ 
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d'onde : 

1 ." Pois siò dados C, / e t, se deduK 



Cx<xi 
'™ 100 



(«)• 



ScHOLio. A proporção (a) serve n&o 9ó para calcular o juro, mas ainda 
qualquer das outras quantidades que nella eutranit quando são dadas as 
outras três. 

Com efieito: 

8.* Sendo dadas C» I e ;; teremos 



100 X ; 

Cxi 



(2)- 



3.* Sendo dadas C, i e /; teremos primeiro 



Cx<= 



100 x; 



(6). 



I e depois 



100 x; 

Cxi 



(3). 



y Finalmente, sendo dadas t, j e l; deduziremos da proporção (a) ou 
°MÍs facilmente da formula (b) 



t X í 



(*). 



A applicacBo d'estas differentes formulas (1), (2), (3) e (4) a exemplos 
outnencos não oiferece a minima diíficuldade e por isso é inútil occupar-nos 
com ella. 



13S. Muitas vezes é dada a somma do capital com o seu respectivo'^ 
juro, e pede-se que se calcule separadamente o valor de cada uma doestas '] 
quantidades. Obtem-se da maneira seguinte: '^ 

2.^ Problema geral. Sendo S a êomma do capital (G) com o juro (j) \ 

produzido por este capitai durante t tempo e a i por cento ao anno; qual j 

* é o capital? Qual é o juro? ' ^ 

Para estabelecer os dois periodos é preciso procurar uma outra somma j 
de capital com o seu respectivo juro, com a qual S seja comparável re para 1 
isto observaremos que, rendendo o capital 100 a quantia t num aanOf | 
em t tempo renderá il; e assim teremos *os periodos 



/ 



100-f-i< '■— 100 (ou it\ 

S C (ou ;) 

d'oiidc 1 00 + ú ; S : : 1 00 (ou «) : C (ou j) 



logo 






il ;; S 
1 = 



100 



ScuoLiti). É claro que sendo S = G+y> temos 

C=t=S— > 
e 

> = S — C; 

o que mostra que basta calcular uma. das quantidades C ou j para, por uma 
simples subtracção, achar a outra. 
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CAPITULO IV 



negra de deseontoii 



1 33. Chamasse desconto o abatimento que ioffre a imporíQneia de 
uma letra de cambio, quando se antecipa o praso do seu vencimento: e 
regra de detcootOf o processo que ensina a achar este abatimento. 

S2o dois os valores que tem umn íetra de cambio: o valor nomioal, 
que i o que se acha inscripto na letra; e o valor actual, que é aquella 
quantia que, reunida com o juro correspondente, ao tempo que tem de 
decorrer até ao vencimento da letra, perfaz o valor nominal ^da mesma 
letra. 

D'aqui provém as duas espécies de descontos : desconto para fora, 
quando o abatimento se faz sobre o valor nominal da letra ; e desconto 
para dentro, quando o abatimento i feito sobre o valor actual da 
mesma letra. 

134. Descontos para fofa. Seja a o valor Domiual da letra, ( o tempo 
que deve decorrer até seu vencimento, eia taxa na unidade de tempo; 
teremos a proporçSo 

iOÒ:it::a:x9 

d 'onde se deduz o desconto para fora 



135. Descontos para dentro. Conservando as mesmas notações do nu- 
mero antecedente, é claro que o valor actual de uiqa letra, cujo valor 
nominal seja 100 + it é 100, ou que o desconto que ella tem de soffrer 
é it : logo teremos a proporçSo 

iOO + it:it\:a:x. 
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e por 1810 



« = — r- (2); 



I -" 



ou a proporçio 
d'oDde 



100 + tMlOO::a:y, 
«00 o ,,, 



Esta ultima formula dá immediatameDte o valor aetual da letra, e è na 
práctica a que se costuma usar : a formula (2) faz conhecer o desconto que 
tem de soffrer o valor nominal da letra para achar o seu valor actual. 

136. A comparação das formulas (1) e (2) faz ver que o desconto para 
dentro é mais vantajoso para o possuidor da letra do que o desconto para 
fora ; pois que os numeradores das fracções que formam os segundos mem- 
bros d'estas formulas sendo eguaes, o denominador da segunda fracção é 
maior do que o da primeira. 

A comparação d'estas mesmas formulas com (1) e (5) do capitulo ante- ^ 
cedente mostra, que a regra de descontos nfto é mais do que uma verda- 
deira regra de juro. 

137. Problema 1 .** Sendo 840^000 riu o valor nominal de uma letra, 
que deve ser paga no fim de 10 mezes; qual i o seu valor actual, sendo 

S 
a taxa do desconto — por cento ao mez? 

Se num mez tem 1 00 o desconto -r- , em 10 mezes terá o desconto 

6 
3 

lOx — BsaO, e por isso teremos a proporção 
5 

106:840|jS;000::100:ír, 
d'onde 

840ií000x 100 ^„„,.,^ ,. 
X = = 792,|;453 réis. 
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Pboblbma 2.* Qual foi a iaxa do desconto de uma leira de 6l^$d00 
^éiit êuppondo que a quantia recebida foi 688 $000 e que o tempo que 
faltava para o vencimento era 4 mezee e SS dias? 

Coroo a differença dos dois valores é 84|^000 réis e se supp9e cada mes 

de 30 dias, poderemos estabelecer os dois periodos 

f 

672^000« 84í;000<'««'- i46««" 

100 X — 30 

O qae produz as proporções 

672j000:t00::84|^000:a;' 
148: 30:; a/ :x 



m 



doode 672|000x f 45 : 3000 i : 84^000 :x, 

que simplificada dá 

672x145:3000::84:j?, 

d'onde 

84x3000 ^,^^ 
672x145 • ' 



logo a taxa foi de 2,S86 por cento ao mez. 

Problbaia 3.^ Deseontou^se á razào de 6 por cento ao anno úma leira 
de 3:480$000 réis e receberam-se 2:iS5$200 réis. Que tempo faltava 
para o vencimenio da leira? 

A differença 24^800 dos dois valores mostra qual foi o abatimento que 
a letra soflreu; e assim teremos 

1 ooc 6<*«« 1 .» 

2:480|Í000 ^24|^800 x 
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e por cooseqoeaciB 



logo 



2480,^000: 100::l:a/ 
6:24^800::a;':« 

14880^000 >2480^000 :: 1 :x 



ou 



1488:248 ::f. O!» 



248 
1488 



6 



gm. 



Pboblbma 4." Devendo um individuo a quantia de 952$000 réis t 
a podendo pagar senão passados dois annos, eoniracla com o erédor pas-^- 
sar~lhe uma letra a este proso, com a condição de que a quantia, que deve^ 
vença juro á taxa de 7 por cento ao anno; qual é o valor nominal da 
letra?' 

Teremos 

f00:9S2^000::14:x, 



cl'onde 



e como é 



«=9520 X 14=3 133^280 réis. 



962^000 + 133^280= i-M^2S0 réis, 



será este o valor nominal da letra. 






■j i • 



\0 



•;■ >i' 



mi? .? .*, • *' 
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CAPITULO V 



Compra e venda de túnám^ pnblleog e de aeçCes 

de baueos e de eompanlilas 



t3S. Chamam-se fimdos poblicot os títulos de dmda entregua 

' p^h esiado aoê sem eredoreSf em troca do dinheiro por estes emprestado. 

Estes títulos podem ser de duas espécies : ou nelles se acha inseripto o 

nome do possuidor e entdo se chamam inseripções de assentamento^ por 

aquelle nome estar também assente no grande livro da divida publica ; ou 

5^0 simples títulos ao portador e neste caso t£m o nome de eoupons. A taxa 

nominal d'estas duas espécies de títulos é» entre nós, de 3 por cento. 

As inseripções podem negociar-se e transferir-se de um possuidor a outro 
e dizem-se averbadas no nome do ultímo. 

Cotação é o valor real qw o valor nominal 100 tem no mercado, 
Dif-se tiue os fundos públicos estfio ao pár, quando estes dois valores sSo 
eguaes ; acima do pár ou em alta, quando o primeiro valor 6 maior que o 
segundo ; .a&aíâpo do pár ou em baixa^ quando, pelo contrario, o primeiro 
Talor é menor que o segundo. 

Jogorse na alta quando tendo-se comprado os fundos públicos na baixa 
se vendem na alta ; e reciprocamente jogasse na baixa quando se vendem 
na alta para depois os comprar na baixa. 

^ 139. As questões sobre fundos públicos, acções de bancos e de compa- 
nhias, ndo sdo mais do que simples applicações da regra de juro; e por isso 
limitar-nos-hemos á resolução dos seguintes problemas. 

Pboblema 1 .^ Vm individuo comprou inseripções pela cotação de 42,215; 
a q%^ taxa collocou o dinheiro? 
Teremos a proporção 

' 42,28:100:: 3.0?, 
d'onde 

100 X 3 „ / 
424ÍS 
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Pboblbma 2.^ Tendo as inseripções a cotação de i2,30; que puintia 
se tem de deeembolçar para comprar uma renda de 800$000 réis. 

Temos 

3:800jí000::42,30:a^, 
d'onde 

800)^000 X 42,30 ^^^^ ^ . , ^ . . ^^^ -./.n^ x- 
X ca -: — ^ — II— = 8000 X Ul O c= 1 1 :280j$000 réw. 



Peoblema 3.'' Tendo as inseripções a colaçào de i3,S0 ; que renda se 
pode comprar com a quantia de 1 1:280 j^OOO réis? 
Será 

42,30: 11280|fi000::3:a;, 

logo 

11280^000 X 3 a^^^^^^ ,. 

X = ^^ «= 800 jOOO réw. 

42fO0 

Problema 4.** Tendo^se comprado em inseripções uma renda de 
800^000 réis por 11:280^^000 réis; a como estavam as inseripções co^ 
tadas na oceasiào da compra? 

Teremos a proporção 

800j^000:3 :: I i^M^OOOix, 

donde 

_ 3xll280j;000 3x1128 
*~ SOOjílOOO "^ 80 "^ • ' 

Pboblbma 5.^ Vm individuo comprou 300^000 réis de renda em ínj- 
eripções pela cotação de 42,50; lendo esta subido a 46.50, quer vendeiras: 
quanto ganha? 

A renda de 300)^000 réis foi comprada por 4:230^000 réis e é ven- 
dida por 4:650j^000 réis ; logo a differença 420)^000 réis é o ganho. 

Da mesma maneira se procederá com as acções dos bancos e das com- 
panhias, quando estas acções tiverem taxa fixa. 



173 



CAPITULO VI 



Regra de eempanhla 



140. B6gra de compaiihia é b processo que tem por fim dividir 
têm numero dado em partes proporeionaes a outros números também 
dados. 

Problema geral. Dividir o numero li em u partes proporeionaes aos 
números dados m, p, q, r. . . . 

Sejam x^ y^ z, t. . . . as partes procuradas; teremos pela condição do 
problema 

m p q r 

X y z t 

logo (o.* 106)' 



• •>•••• 



w-+vP_+9H-r + .. . m p q r 

« + y -i-iJ-hl-i-.. . X y z t 



• ■•••• 



ou, attendendo a que é íc + y + 5? + / + . . . = N, 

N 

m+pH-g + f + . . . :N::m:â?a> xm 

m+p + q + r -h. . . 

N 
p:»= ; — : xp 



• • aik • 



• • £a • 



N 

q:z == X J 

m-hp + g-hr + . . . 

N 

: ; r : í = x r 

m-hp + 9 + r- 



• • • 






Vê-se pois que para resolver o problema proposto temos de practícar a 

seguinte regra : ^^ 

A somma dos números dados está para o numero que se quer dividir, ; 

como cnda um d'aquelles números está para a parte que lhe corresponde. í 

" E pois que é -^ 

segue-se que se verificam os resultados obtidos, examinando se a sua 1 
somma é egual ao numero proposto para dividir. 



« > • 



141. Problema 1.* Dividir 730 «m irtt partes proporetonoM a 3, 5' 

e4. • . 

720 
Teremos 2+3 + 4 ou 9:720::2:a;=>-r;-x26=r80x2^ 160 



720 
::3:yas-—x 3 = 80x3 «;= 240 



720 
::4:a = -^x4»=80>q4= 320 

Somma. .. . 720 

Problema 2.', Dividir 480 em ires partes taes que seja d 1.':2.' ::5:4 
fa 1*:3.'::5:7. 

Designando as três partes respeclivameote . por se^ y 9 », teremos 

ác:«::B:7 



d'onde y = — - a? 

^ 3 



7 

— Xt 

B 



|7B 

e por 1880 a legooda parte é -^ da primeira e a terceira -— também da 

3 5 

primeira. Logo estas três partes devem ser proporcionaes aos números 

4 7 15 20 21 , 

1, -S- e -—; ou a 7^, -rr, 7^5 ou ainda a 16, 20 e 21. 
3 6 16 15 15 

Teremos pois 

66:480 ::lB:aj= 1284- 

7 

::21:x=180 



» j • 



Somma... 480 



PiiOBtBHA 3.® Dividir 960 em três partes taes que a segunda seja o 
dobro da primeira; e a terceira igual á somma da primeira com o dobro 
da. segunda. 

Representando a 1.* por 1; a. 2.* será representada por 2 e a 3.* por 6. 
D'esta maneira estamos reduzidos a dividir 960 em três partes proporcio- 
naes a I9 2 e 5, o que não offerece difficuldade. 

142. A regra que acabamos de expdr recebeu o nome de regra de 
companhia do muito uso que tem no commercio para repartir a perda ou 
ganho, resultante de uma especulação, por muitos sócios. 

Está geralmente convencionado, que a parte de cada um no lucro ou na 
perda seja: 

1.^ proporcional á stut entrada, se os tempos s3o eguaes; 

2.* proporcional ao tempo, se as entradas s9o eguaes; e por conse- 
quência 

3.^ proporcional ao producto da entrada pelo seu respectivo tempo, se 
os tempos e as entradas s9o differentes. 

E é claro que os números representados por m, p^ q, r . . . no pro- 
blema geral s9o as entradas no primeiro caso; os tempos no segundo; e 
finalmente os productos das entradas pelos tempos no terceiro. 
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í 
Problema 4." Tret negociantes fundaram uma sociedade com o capital { 
social de SOO contos de réis: o primeiro entrou com 80 contos; o segundo \ 
com 70 e o terceiro com 50: ganharam 40 contos de réis. Qual é a parte 
que pertence a cada um ? 

Teremos . 

200:40 ::80:«=» 16 ' | 

::70:y=l4 j 

::60:a=10 i 

Somma 40 

I 
Problema 5.* Dm individuo começou uma empreza com o fundo de 25 

comos de réis; 5 mezes depois (usociou-se-lhe um capitalista com 40 con^ . 

tos; e 6 mezes ainda mais tarde outro capitalista concorre com 60 contos. '" 

No fim de 2 annos liquidou-se um lucro de 76 contos. Qual é a parte iè 

cada um dos sócios? 

1.® sócio teve empregados 25 contos durante 24 mezes, cujo produ- 

cto é 24 X 26 contos=600 cootOB 

O 2.'' 40 contos durante 19 mezes ou 19^x40 «=3 760 » . 

O S."" 60 contos durante 13 mezes ou 13x 60 0=780 » 



2140 



Logo 



2140:76 ::600:a; = 21:308j^411 
:: 760: y = 26:990)^654 
::780:sc=3 27 ;700^935 
Somma . . . 76:000}^000 
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CAPITULO vn 



Regra eenjuneta e de eamblo 



143. Regra conjnncta é o processo, que íem por fim determinar a 
relação de dutu grandezas, quando são conhecidas as suas relações com 
outras grandezas. 

^ Â regra conjuncta toma o nome de regra de cambio, quando as 
grandezas^ que se consideram^ representam moedas de differentes paizes. 

Um problema pertence á regra conjuncta» todas as vezes que a sua re- 
soIuçSo depende de uma serie de proporções em razão directa e taes, 
que o segundo consequente de cada uma é o primeiro consequente da se- 
guinte. A regra conjuncta é pois .um caso particular da regra de três 
composta. 

FkOBLBMA 1.* Se 16 pés inglezes valem 45 pis francezes, e AO pis 
frawiezes valem IS metros; quamtos metros valerão 80 pis inglezes f 

Teremos eifi proporções 

40P- '• : a?P- '• ::13°> :a/^ 

nas quaes x representa o valor de 80 pés inglezes expressos em pés fran- 
cezes e a/ aquelle mesmo valor expresso em metros. 

Multiplicando estas proporções ordenadamente e simplificando, vem 

16x40.80:: 15xl3:a!"" 

ou i'6x40xa/=»80xl5x 13. (1), 

e fiaalmeinte 

16x40 



t 



Obega-w também ao resultado (1) procedendo da seguinte maneira : 
Eitabelecam-M as egoaldades 

I 

t muftipliqiieiii-se membro a membro» o que dfl 

«X 16x40 = 80x15x13, 
o mesmo que (1). 

Obsenrando atteotamente o processo que se acaba de expAr, conclue-se 
que, para resolver um problema de regra coDJUDcta, podemos practicar da 
seguinte maneira: 

Disponham^-êê tu relaçôei â$ iortê, que depois de ter eseripto na frente 
aquella que $e quer achar (principiando por escrever a incógnita), cada 
primeiro membro da relação seguinte seja da mesma espécie que o seguado 
membro da antecedente, e assim iucceuivamente até u chegar a um se- 
gundo membro da mesma apecie que a incógnita; feito isto forme-u o 
produeto de todos os primeiros membros e o de todos os segundos e di- 
vidasse o ultimo produeto pelo primeiro» supprimido o factor desconhe- 
cido; o quociente será o numero procurado. 

PnoBLBMA 2.* Se 820 réis valem 5 francos, e 48 francos valem' 5 S 
shillings, e 15 ihillings valem 6 florins d^Allemanha, e 50 florins valem 
7 ducados de Hamburgo, e IA ducados valem ÁO rublos da Ruuia; quan- 
tos rublos da Rússia valerào ÂSO^OOO réisf 

Teremos 

«r- ««480000 réis 

690»-c»3<^ 



16*. a 6* 
I4d«c. -3 40^. 



«y» 



»ogo 



XX 580x 48x 15 xSOx 14— 480000x8x59x6x7x40 



e por coDsequeDaa 



480000x3x5iíx 6x7x40 .^^ ., 

áD= — ~— — ,^ ■■■■ . ..■.■ , ■ — J-. — =s480 rublos. 
620x48x 16x50x14 



144. Para determinar a relação das moedas eotre duas naçSes, toma-se 
uma unidade fixa monetária numa d'ellas e avalia-se em moeda da outra. 
Esta unidade fixa chama-ie mméê dê €amkio. 

A praça commercíal que tem esta ònídade fixa, diz-se que dá o certo 
e a outra o incerto; porque ha muitas circumstancías que fazem variar 
constantemente a quantia que a segunda praça tem de dar á primeira em 
troca da unidade monetária. Esta variaçdo constituo o curso do cambio. 
Â8 cooversSes de moedus entra dois paizes eSbctua-siQi pelo intermédio de 
letrtíê de cambio (*). 

A praça de Lisboa dá o certo á de Londres e a todas as praças do Brasil, 
6 o incerto á de Paris: dá 1^000 réis ã de Londres em troca, pouco mais 
ou ipenos, de 50 dinheiros sterlinos; dá 100 réis ás praças do Brasil e re- 
^he em troca uma certa quantia, cujos limites s9o t9o variáveis, que mal 
^ pode marcar a media; finalmente dá, pouco mais ou menos, 540 réis 
para em Paris receber 3 francos, 
^ssim quando se diz: 

' I.* O cambio. sobre Londres está a 52; quer dizer que IjjOOO réis, em 
l^isboa valem 52 dinheiros sterlinos em Londres; 



{*) Cbama-se aqui letfa de cambio um bilhete pelo qual um negociante dá ordem 
^ outro negociante d'outra praça de pagar, em troca d*este bilhete, a um praso 
determinado ou á vista, a quantia que nelle está ioscripta; e isto ou porque o se- 
cundo negociante é devedor ao primeiro; ou porque estando em mutuas relações 
^ste auetorisa o segundo a proceder da mesma maneira; ou porque lhe remette 
mercadorias de que o valor da leira representa o preço. Quando se desconta uma 

^* estas letras, não só se tem de atleuder á taxa do desconto, mas também ao curso 

do cambio. 



\ ' 



f80 

2*® O cambio sobre ò Rio de Janeiro está a 211; quer dizer que 100 
réis (fortes) em Lisboa valem 211 réis (fracos) no Rio;' 

3.^ O cambio sobre Paris está a 680; quer dizer cpie 3 francos em Paris 
valem 680 réis em Lisboa. 

Problema 3.® Estando o cambio sobre Paris a 570, qual é em Lisboa 
o eusto de uma leira de 4890 francos ? 

Teremos 



3'r- Bs STO"- 



logo 



ax3»4890xS70, 



e por consegueocM 



4890x670 „«rt-^^ ,. 
«ea «=929^100 réu. 
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CAPITULO Vffl 



Regra de Juros eeiii|M0tiM 



145. Quando um capital se empresta com a condiçlo de do fim de cada 
praso .se capitalisarem os juros vencidos, de maneira que estes já ?ençam 
juros po praso seguinte, dii-se que o capital está collocado a juros eom^ 
posioi. 

Seja e o eapUal primitivo, C o capital accumulado, isto 6, o capital 
auginentado successivamente com os juros compostos durante um certo nu- 
mero de prasos, que designaremos por n, e finalmente r o juro que vence 
a unidade de capital nó fim de cada praso. É claro que se r é o juro que 
vence o capitai um, o capital e vencerá cr no mesmo tempo, isto 6, no 
fim do primeiro praso; e por consequência p capital accumulado no fim 
d'este tempo será 

c4-crt=3c(l+r)e=s3e'. 



Da mesma maneira no fim do segundo praso teremos o capital expresso 
por 

i/+c'r=c'(l+r) = c(l-hr)«c=i/'; 

e DO fim do terceiro por 

c''+c^r=c^(H.r)=c(l-hr)8=c'", 

e assim successivamente: logo no fim de n prasoa teremos 

C=c(H-r)'» (1). 

146. Esta formula fará conhecer uma das quatro quantidades c, G, r 
e n, que nella entram, quando forem dadas as outras três. 



Gom effeito: 

1 .^ Sendo dadas c, r e n aqiiella formula dá immediatameDte o valor 
deC. 
2.® Conhecidas Cf r e n, tfremQS pela formula (1) 



I 



<— ,; u (2). 

(1 + r)» ^ ' 



3/ Sâbdo dadas C, e e r, temos empregando os logaríthmos (n.* 113) 

I. 

log C = logc -+• fi log (1 + f ) 

oUf subtraUndo de ambos os membros log c, 

<■ ■ / 

logC — logC8B:nIog(l +r) 

d'oiide 

logC— log c .,. 

log(l4r»-) ^ ' 



\ 



4/ Fínalinente, eoúbecidos G, t e n, teremos da formula (3) 



logC — logc 
log (i H-r) =-5^--— A-. ....... (4). 



\ 



147. Se em logdr de der dado »*, isto é, o ^tidtrfo tende o capita) um 
em cada praso, for dada a taxa ^ ou o que rende 100 no fim de cada 
um d'esses prasoi, toretioa 

l:r:: 100:1, n 

d'onde 



I«3 

e poderemos, o^ achar por esta formola o valor de r» ou substituir este 
?alor (5) ena qualquer das formulas antecedentes, de que nos for neces* 
aarío usar. 

148. Em todos os problemas que se seguem supporemos que os juros 
se capitalísam no fim de cada semestre. 

Problema t»* Quanlo tale no fim de 41 anno$ o capital i:Â80^000 
réiêt collocado a juros compostos de 7 por cento ao annof 

Temos 



c:=:«.4:i80/000, n=:>a2, 



e em virtude de (5) 



3,5 
r=.^ = 0.085. 



e por consequência pela formula (t) será 



ou 



G = 4480000 (l.OaS)» 
log C = log 4480000 + 22 log 1,03S 



log 4480000 
22xlogn036: 

logC 
C 



6.6812412 
0»3286866 

7,0099278 
10:231^229 réis 



log 1,03S=» 0,0 149403 

22 



298806 
298806 



i**i 



22 X log 1,036 » 0,3286866 



PbOMLCHA 2.* Qual i o capital que aetualmente devemos eotlocar para 
que, no fim d* 41 anno$ e a 7 por cento ao anno, o capital accumulado 
seja 10:231ÍÍ329 réis? 

Neste caso temos 



C => 1 0:23 1 |22d, n <=» 22, r « 0,035, 



tu 



sk fiMMk (i) dá 



10231229 
*°" (1,036)M ' 

log c« log 10231229 — 22 log 1,036 

log 10231 229 = 7,0099278 . 
— 39 log 1,035 = ^ 0,3286866 

iogc= 6,6812412 
ct=. 4:480j^000 réis. 



(V>iitini.i 3.* Durante que tempo deve ser colloeado um capital dadí 
jMta Jo^rur a 9tu valor á rasão de 8 por cento ao annof 



^*''''~IÕÕ~26' 



« t^NM^ « iwmula (3) dá 



hfji» — logc log 2 -f- log c — log c log a 

*"" /27\ ~" log27 — log28 ~" log 27 — log 28 ' 

log 9 r= 0,3010300 log 27= 1,4313638 

a-Tv —log 25 =—1,3979400 
K^gí^^j- 0,0334238 37^ -u 

^**' '°«(§É^)'=' 0,0334238 



w>v4 



0.3010300 3010300 
0,0334238 334238 -^ ^ ^ 
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Pboblbma 4.** A guaniot por emto deoe %tt eoUoeaio o capital 

4 
5:600^000 réis para no fim de 5 -^ anno$ estar eUtado a 6:1%0$000 

réUr ^ 

Será 

n»» It, e«= 3:600,^000, G =» 6:720,^000, 



e por consequência (formula 4) 

. „ , loe 6720000— log 360000 
log(H-r) = -= jj-^ 



log 6720000 = 6.8273693 

log 3600000 => 6.S663028 

log (1 + r) = 0,2710668 : U = 0,0246424 
l+r= 1,0584 



e por consequência 



r=0,06 proximamente, ou t=6. 



IM 
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CAPITULO IX 






Regra de liga 



149. Entende-^ aqui por liga toda e quahftier fliiMura de substancias 
susceptiveis de se reunirem. A Regra de liga é de duas espécies : dí- 
recta quando sendo dados os valores e quantidades das matérias compo- 
nentes, se quer determinar o valor da unidade de mistura; iMwna quando» 
sendo dado o valor da mistura, e igualmente os das substancias compo- 
nentes, se quer determinar as quantidades d'estas substancias. 

Chama-se preço de uma substancia ao seu valor èspttifieo^ isto 6, ao 
valor da unidade d'esta substancia: e por consequência para obter o seu 
valor total, não temos mais que multiplicar o preço pelo numero de uni- 
dades que esta substancia contiver. 

1 50. Regra de liga directa. Sejam AiB^C,...o numero de unidades con- 
tidas nas porções de duas substancias, que se querem misturar; m, n, p.... 
os seus preços, e ^ o preço procurado da mistura ; teremos que ^fn, J3n, 
Cp representarão os valores das substancias componentes, e por con- 
sequência o valor da mistura será Am-^Bn^.Cp. . ., que dividido pelo nu- 
mero total das unidades quenella se contém, isto é, por A-\'B-\-C-\' • . . 
dará o preço da mistura, ou 






Problema 1«^ Ha ires qualidades de vinho; um de preço de 120 réis 
o litro, outro de 220 réis e o terceiro de 280 réis; querendo misturar 



m 

á 

SOO litros do primeiro eom $50 do agundo $ omh SOO do têrmrOf m 
como se poderá vender a misiuraf 

Temos ^1=200, £=250, C:==300, m»120, n«220t p^^SO, e por 
isso a formula (1) dá 



200x120+280x220+300x280 lOSQOO ^,^^ ,. 

X = — ^^^ ^^^ »^^ = ^J^ = 2 1 7,7 réis. 

200+£B0+300 760 



PfiOBLBMA 2.^ Tendo duas quMdades de owjo; um de 15 quilates, e 
outro de S3: fundindo 5 kilogrammas doptimeiro com 7 do segundo; 
de qtíantos quilates sake a liga? 

Temos ^=5^ B=7, m^slS, n=22; logo pela formula (1) teremos 



8x15+7x2* ^^^ 
^" 6^7 "*"•*• 



151* Regra de liga inversa. Os problemas pertencentes a esta regra 
são indeterminados, isto é, admittem uma ' infinidade de soluções quando 
são mais de duas as substancias componentes. Por esta razão, ultrapassam 
as forças da aríthmetíca e por i^o .«comente nos occuparemos do caso em 
que as substancias são duas. E ainda assim, para que as quantidades d'estas 
substancias sejam completamente determinadas é preciso que seja dada a 
quantidade da mistura; doutra maneira apenas podemos achar a razão em 
que entram aquellas substancias, como abaixo se verá. 

Desígoanda por y e is as quantidades das substancias componentes ; por 
m e n os seus preços (dos quaes se suppõem m>n) e por p o da mistura; 
a formula (1) tornar-se-ha, mudando A em y, em z e o; em jp» em 



mfj+nz 

y+-« 

d'onde 

p(y+-a)=smy+iia, 






tas ^ 

OU» subtrafaiodo de ambos os membros py e njs e simplíãcando, '•^^■í 



ps— fiiscrsmy — py, 



I*;'' 



OU 



(p— w)«=(m— p)y, 



isto 6 (d.^ 102, corol. 11) y:z::p — n:m^-p9 
d'onde 



z 



p— n 
m— p 



(2)- 



Vé-se pois: que a razSo das quantidades das substancias compooeotes é 
a mesma que as das differenças p — n e m — p. 
* Appliqueroos a formula (2) á resolução de alguns problemas. í 

pROBLEjtfA 3.^ Orna barra d' ouro de 45 quilates e de peso de 5 marcos, 
4 composta de ouro de 1â quilates e de 19: que porção de ouro de uma 
e de outra qualidade entra na mesma barra ? 



Temos 
logo (form. 2) 



fii=t9, n=12 e p=«16, 



z 



18—12 3^ 



É poià necessário dividir o peso da barra d'ouro em duas partes, que 
estejam entre si como 3:4; e como este ptôo é de S marcos, teremos 
(n.*» 140) 

7:5::3;y =— =2-— 

7 7 



::4:s 



20 

7 



2 
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Eotram pois na coinposiçSo da barra d'ouro, 2 — marcos de ouro de 
19 ({uilatcs e 2 — marcos de ouro de 1 2 quilat^. 

Problema 4.^ Ha duat qaaltdades de vinho: uma de preço de 150 réU 
o liiro; outra de preço de 90 réis: quantos lilroi d'uma e d'ouíra se de- 
'tem tomar, para que a mistura se possa vender a 100 réis o litro? 

Temos bm=s160, n»i90||mlOO, 
logo (form. 2) 



Vi 

z 



10 

50 



1 



o que mostra qpe tem de se tomar uvml parte de Vinho de ISO réis o 
Etro e etneo partes de tinho de 90 réis. 
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CAPITULO X 



Regra de tmMma pmAçãm 



159. Chama-se Regra de faliu potIoSo a froe^ua que^um par :.it 
fim achar a verdadeiro valor da incógnita de um problema; por meio (ta } 
um ou dois valores arbitrários, attribuidos a esta incógnita, e que, «m 'i' 
geral, nào satisfarão ás suas eondiçâes. ' ' ' 

A regra de falsa posiç9o dtvrdenie eox simples e dupla: é simples» quando : 
para determinar o valor da incógnita i sufficiente uma única kypothese; ^ 
dupla, quando são necessária^ duas hypolheses. 

Esta regra muito usada pelos matheinaticos amtigos» perdeu tod^ a im- 
portancia, depois que a álgebra chegou a certo gr&u de perfeição ; pois 
que, com o auxilio d'esta sciencia, resolvem-se os problemas de uma ma« 1 
neira muito mais simples, geral e elegante. ( 

153. Regra de simples falsa posição. Para, deduzir o processo, que 
neste caso se tem de empregar, seja proposto o seguinte 

Problkma geral. Achar um numero tal, que o seu preducto por a 
seja igual a 6. 

Designando o numero pedido por x, teremos 



axx = & (1). 

♦. » 

Supponhamos agora que e (*) é este numero. Temos de considerar dois 
casos: ou este numero satisfaz á condição do problema, o que raras vezes 
acontecerá, e então está resolvido; ou não satisfaz e por isso o producto 
de c por a será differente de 6, por exemplo, 6' e teremos 

axc==6' (2). 



(*) O valor e attribuido á incógnita chama-se hypothese ou falsa posição. 
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igvaldadat (t) e (8) membro a membro, seri 



ax X b 

ac e V 



V:b::c:x. 

ae deduz que: 

fmullado está para o verdadeiro, cfímo a fqUa f$iiçlUk eêêá t 

•fro pedido. 

HA 1 .^ Achar um numero cuja metade, quarta parle e quinta 
:« «ima iomma igtud a 456. 
mr bypotheset 20 este numero ; teremos j 



■ 

I hypotbese 20, nSo produzindo o namero 456, nBo é o numero pro- 

ipKcando pois a regra antecedente, teremos 



b 



19:4B6::20:«, 



456x20 
19 



m effeito é 



L xm-h 4- X450+ 4-x**íí^=240+l20+96=4B6. 

2 4^ 5 



lOBEiBVA 9«* ^^^9 negociantes fundaram nma ioeiedade, entrando 



i" 



111 

— X 20-h — X 20-h — - x20, í 

2 4> 5 



10 + 5 + 4=19: 



I. 

'II 
'll 

I 



y 



! 



j/ 



iot I 



i 



todoê com igual quantia ; porém, não tendo todoi^ m^ma icieneia com-v^L 
mereial, eonvieram repartir o ganho, de maneira que o segundo titeue o i« 
dobro do primeiro, e o terceiro o triplo do segundo; ganharam 9:000 . 
libras: quanto cabe a cada um? ! 

Supponhamos que ao primeiro couberam 12 libras; o segundo terá S4' ^ 
e o terceiro 72; e como é 1 

12+24+72=108, t 

resultado differente de 9:000 ; teremos, practicanda a regra antecedente, •. 



I 
\ 



108:9000 ::t2:fl>, 
d'onâe 

9000x12 ^^^ 

Xssa = 1000. 

. 108 

, Vê-se pois que pertencem : 

Ao priííxeiro. 1000 libr/is 

ao segundo • . •• 2000 i> 

X ao terceiro 6000 » 

90ÕÕ » 

155. Regra de dupla falsa posição. Algumas vezes acontece que uma 
única hy pothese não é sufficiente para resolver o problema proposto : neste 
caso temos de recorrer a uma segundai 

Problema geral. Achar um numero, cujo producto por a, êendò $mn* 
mado com h, dé um resultado igual a c. 

Designando o numero pedido por Xp será 



mxa 



«x«+ft— ea^ (3). 

Sejam agora as duas hypotheses j e i' e sf>s; « e e' a^ differenças fer- 



■ 



193 

nê) entre os resultados provenientes doestas hypotheses e o verdadeiro re^ 
soltado; teremos (3) 



$xa+b— 



(*) 



«'xa+fr— case* 



(6). 



Subtrahindo (3) successivamente de (4) e de (5) vem 

à[8 — x)=e 



e por ISSO 



a{s''^x)=e' 



s — X e 



ou 



$'—x e • 



V • « • • a "^"íC • • "■"■"íC^ 



ou (n.' t02, corol. IV, 1.") 



V • « ""■" wP • • V «o ^"■"Ll' I 



por consequência (n.^ 105) 



e — ^U — tf ::e:$ — i 



Xf 



ou 



e — efls! — $ ::e:x — g* 



E d'aqui se conclue que : 

A differença entre o primeiro e segundo erro está para a differença 
entre a segunda e primeira hypothese, como o primeiro erro está para a 
differença entre o numero procurado e a primeira hypothese. 



19* 

Problema 3.° Achar um numero, cuja$ doi$ terçoi excedam a meta 
do mesmo numero numa unidade. 

Este problema po^e enunciar-se assim: 

Achar o numero de cujos dois terços, sublrahindo a metade do mesi 
numero e a unidade, o resto seja egual a zero. 

Seja í=12 e «'=18, teremos 

4 

-| xl2— -^xt2— 1=8 -6— 1=8 — 7=1=« 



l-xlS i-xlS— 1=12— 9— 1=12— I0=2=e'; 

3 2 



logo, visto ser e — «'== — I, e if—$==6, 

— l:6:.l:a!— 12, 

d'onde 

X — 12=— 6, 
e por consequência 



,12—6=6. 
E com effeito: 



2 1 

-=- x6 — - x6— lí=4— 3— 1=0. 

O 2k 



Problema 4.® Tendo um^pae 50 annòs e seu filho IsTquando ser 
edade do pae tripla da do filho ? 
Seja s=3 e « =6, teremos 

53—3. i S=S3— 46=8=e 

56— 3. 18=66— R4=2=e', 
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logo, tisto íer «—«'=6, e •'—1=3, 

6:3::8:«— 3, 

e por coDseqaencia 

« 3x8 . 
X — 3=' - ■=*» 



6 



ou, ajunctando 3 a ambos os membros, 

«s4+3»=7. 

£ com effeito: 

50+7=67=3(12+7)=3x <9 
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ADDITAMENTOS 



Á PRIMEIRA PARtE 



«W^^rw^/^AA^v^^/^^MMA/V 



Procuremos a mudança que para uma fraccSo» — , resulta de ae ad- 

dicionar a mesma quantidade e ao numerador e ao denpminador. 
Nesta indagação convém distinguir differentes casos. 

1 .• -T- < 1 . Neste caso qualquer das fracções, -r- © •; • é menor 

6 ^ ^ b b+e 

que a unidade. 
Posto isto, teremos 

a b — a 

* 6 T- 



b + e 6 + e 6 + a* 



6-^a 6 — a ^ a a + e 

e, pois é , >r , será -r-<i 

^ b b-\- e b b-he 



\ 
I 



198 

Logo: o valor.de uma fracção própria augmenta, qtMndo se addicii 
a mesma qtÂantidade ao numerador e ao denominador. 

„ , \2 3 4 

Exemplo: T^T^T* 



2.® -?-*=*• Temos 
o 



e logo 



a _ a-ire 

o b-he 



a a + e 



b 6 + e' 



o que sigfiiíka: que a fratçào imprópria^ cujo valor é um, nào se alie 
quando ao numerador e no denominador se addiàona a mesma qu 
tidade. 

2 3 
Exemplo: — c=y=: 



a a a -h e 

3.° -1- > 1. Sendo -r- > í e 7 > 1, teremos 

h b b + e 



a a — b 



a + e ^^ (a 4- f) — (6 + e) a— 6 

6 + « 6-he *~6-*-«* 



a — 6 a — b a a-^e 



e, pois é " — 1— > ; ' , será -r- > , 

^ b b + e b b + e 
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LogO! o iaJor d$ uma fracção imprópria^ maior que a unidade^ dt-* 
minue, quando se addiciona a mesma qtumlidade ao numerador e ao 
denominador. 

B 6 7 ' 

Exemplo: -T->-;r>-7r- 

^ * 5 6 



^^^^\/%AA/^^^^hAM^^kM^^MA^^%M/%^^^# 



Do theorema do n.^ 71 resulta que, designando por A e B os factores 
de um producto, será AB = BA. Cumpre porém notar que esta mudança 
nos togares dos factores deve recahir unicamente sobre os números que 
indicam a composição de cada um dos factores relativamente & unidade 
principal de cada um d'elles, conservando-se» ainda depois d'essa mudança, 
a mesma unidade tanto no multiplicando como no multiplicador. 

Exemplo : 

(2íb3*4^ (3*3P6P)=(2ibi\ (yl^y(3\h]^\ Í2'j\^{SHVS') (24^). 



y^^v^«/^M V tf ^^rv«/ ^"w^ww tf >^i.,4w\«tft>> 



Em o n.® 85. scholio 11/ cxpozemos o processo para achar a raiz qua- 
drada de um numero qualquer, — , com um erro inferior a 0,1 » ou a 0,01 , 

ou a 0,001, ele: daremos agora a solução de um problema mais geral, 
qual é, determinar a raiz quadrada d'aquelle numero, com uma appro^ 

ximação designada por — . 

n 

MúUiplique-se -7- por n*, exiraha-se o inteiro contido na expressão 

b 
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I 

fraccionaria resulíante, e depois exlraha-se (26) a raiz, r, a esse numero; 

qualquer das expressões^ — e , representará a raiz quadrada de ' 

a . ^ , 1 

-T- , com um erro tnfertor a — . 

o ■ n 

Designando respectivamente por t e ^ o inteiro e a fracção contidas n» 
expressSo fraccionaria — , teremos evidentemente 

an^ 
r* < t e também r* < • + f= -7^ , \ 

^^__^ • 
6 ' 



(r+l)2>í >( (r+l)«>f4./^= 



logo ' -?<-r ^ — i — ^"T» 

e logo _<Y e — >V-r-* 

n b no 



k ti r r *^ 1 
Vê-se pois que V — fica comprebendida entre — e ; e, como 

1 ** ^ 

a differença entre estes números é expressa por — , segue-se que qualquer 

, ' a 

d'elles pode representar a raiz quadrada de ~ com um erro inferior áquella 

differença. * 

O que dizemos da extracção da raiz quadrada appKca-se, mulatis mit^ 

tandis, & extracção da raiz cubica. 



yvwWWV^WWW^^/i^V 



aot 



Á SEGUNDA PARTE 



Em o n.* 115 dissemos que entre doii termos quaegquer ie uma pro^ 
gressão geométrica $e pode sempre inserir um tào grande numero de meios 
proporcionaes, que entre elles se encontrem os números 1 , S, 3^ 4. . . . ou 
números que diffiram d' estes tào pouco quanto se queira. A demonstraçdo 
que Cirodde dá d'este principio é a seguinte. 

Lemha. As potencias successivas de um numero maior que a unidade 
ãíAgmentam também successivamente e tim o infinito por limite. 

Segue-se da definição de multiplicação que, se o multiplicador é maior 
que a unidade, o producto é maior que o multiplicando: logo as potencias 
successivas de uma quantidade maior que a unidade vào succeuivamente 
augmentando. 

Agora representemos por a uma quantidade maior que a unidade, e 
chamemos b o excesso de a sobre a unidade, de sorte que 



a— 1=6 



(í). 



Teremos evidentemente a. {a — 1) > 6, isto é 



e á fortiori 



a* — a>b 



a^ — a* > 6. 



(2), 
(3) 



a* — a^>6 



a« — a"*— * > 6 



(*) 



(m). 



Ora é claro que a somma dos primeiros membros dos m relações (1), 
(2), (3) • . • • • (m) é maior que. a dos segundos; mas esta é m vezes 6 ou 
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i.in, a outra se reduz a a^ — 1: porque cada uma das potencias a, a^ 
a^f a^ tí^"^, é allernativamente additiva e subtractiva; logo 

am — 1 > 6 . m. 



Se pois se quer que a^ seja maior que tima quantidade qualquer c, 
bastará dar a m um valor tal que se tenha 

6.m>c— -1 ..•.(!»), 



porquCf com mais forte razSo« ter-se-ha a*" — 1 >o-^l, e 'por conse- 
quência a^ > e. Ora se se dividem os dois membros da desegualdade (n) 
por bf a desegualdade subsistirá no mesmo sentido^ e teremos 



c—i 

m>—z — 



Assim poder-se-^ha sempre assignar a tn um valor tal, que torne a po- 
tencia m d& uma quarttidade maior que a unidade» superior a toda a gran« 
deza dada: logo as poíeneiai successivas d'esta quantidade tim o infinito 
por limite. 

Theobbma. Se entre dois números qíêaesquer se insere um numero ín- 
finito de meios proporcionaes, a serie d'estes meios passará por todos os 
estados de grandeza eomprehendidos entre estes dois números. 

Seja com effeito (m — 1) o numero de meios proporcionaes que se quer 
inserir entre os dois números propostos, q o quociente obtido quando se 
divide o maior pelo menor; a razão da progressão formada por estes meios 

será \q; de sorte que se a representa um doestes meios, o seguinte será 

representado por a ^ q . Ora eu digo que se pode assignar m a um valor 

assas grande que torne a differença {a.\ q — a) menor que toda a quan- 

tn/ — j 

tidade dada ^. Gam effeito; para isto ter logar basta que V 9 *— t < — , 



I 

/ 



f 
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OU que V 9 < 1 H ♦ ou ainda que ç < ( 1 H 1 . Ora, temos visto 

{Lemma) que as potencias de um numero maior que a unidade convergem 
para o infinito ao mesmo tempo que os expoentes d 'estas potencias: logo 
poderemos sempre dar a m um valor sufficientemente grande para que 



Ih j > ç, ou para que a. \/ q — a < í. Logo, inserindo um nu- 
mero de meios sufficientemente grande entre dois números quaesquer» 
poder-^se-ha fazer que estes meios cresçam por graus menores que toda a 
grandeza dada. D'oude se deverá concluir que elles^crescem de uma ma^ 
neira continua, quando seu numero for infinuo, sem o que passar-se-ia 
bruscamente de um meio a outro que differissem He uma quantidade finita, 
o que é absurdo^ porque a diflerença de dois meios consecutivos pode 
tornar-se menor que toda a quantidade nssignavei. 
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